CHAPITRE O

Espaces probabilisés

6.1 Expériences aléatoires

6.1.1 Vocabulaire

Définition 1
On appelle expérience aléatoire toute expérience dont le résultat ne peut étre déterminé a priori,
c¢’est-a-dire qui dépend du hasard.

Exemple :

On lance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 & 6 et on note le résultat. On effectue donc une
expérience aléatoire.

Définition 2
On appelle univers de I'espérience aléatoire I’ensemble €2 des issues ou résultats possibles de I'expé-
rience. Les éléments de ) se notent souvent w.

Exemples :
E1 - On lance un dé et on note le résultat, 'univers de 'expérience est alors :
Q=[1,6]
E2 — On lance une piéce et on regarde si elle tombe sur Pile ou Face, 'univers est alors :
Q1 = {pile, face}

E3 — On choisit simultanément 5 cartes dans un jeu de 32 cartes, I'univers est alors I’ensemble des sous-
ensembles de 5 éléments (sans ordre) parmi les 32 cartes.

E4 — Si on lance trois fois un dé a six faces et que l'on note les trois résultats, on réalise une expérience
dont 'univers est

Q={(z,y,2) / x,y,2 € [1,6]}
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E5 — Si on choisit au hasard un réel compris entre 0 et 1, I'univers de I'expérience est [0, 1].

Définition 3
On appelle événement toute partie de I'univers 2 de I'expérience aléatoire.

Remarques :

R1 — Lorsqu’on regarde 'expérience aléatoire, un événement est un fait lié a cette expérience pouvant se
produire ou non.

R2 — L’ensemble des événements est donc 'ensemble des parties de €, ¢’est donc P(£2).

E1— On lance un dé et on regarde le résultat.
Regardons ’événement A : "le chiffre obtenu est un nombre pair".
L’événement A est réalisé lorsque le résultat est 2, 4, 6. On écrit alors

A={24,6}

E2 — Un événement qui est toujours réalisé est appelé un événement certain, il est donc représenté par
I’ensemble €2

E3 — Un événement qui n’est jamais réalisé est appelé un événement impossible, il est représenté par
I’ensemble vide ().

Remarque :

Un événement est une partie de 2, donc peut étre vu comme un sous-ensemble de 2. On garde donc

exactement le méme vocabulaire pour les événements que pour les ensembles.

e L’événement contraire de A est représenté par le complémentaire de A dans  que ’on note A.

e [’événement "A et B sont réalisés" est représenté par AN B

e L’événement "A ou B est réalisé" est représenté par AU B

e On dit que deux événements A et B sont incompatibles s’ils ne peuvent pas étre réalisés simultanément,
c’est-a-dire si AN B = ().
L’événement "A est réalisé et B n’est pas réalisé" est représenté par A\ B.
e On dit que "I’événement A implique I’événement B" si la réalisation de A entraine la réalisation de B,

c’est-a-dire si A C B.

Définition 4
Les événements qui sont représentés par un singleton {w} sont appelés des événements élémentaires.

Exemple :

Si on lance un dé et qu’on note le résultat, ’événement "obtenir 2" A = {2} est un évenement élémentaire.
[’événement "Obtenir un nombre pair" B = {2,4,6} n’est pas un événement élémentaire.

6.1.2 Fréquence et probabilité

Soit (E) une expérience aléatoire. Tous les événements liés & (F) n’ont pas tous la méme "chance" de se
produire. Pour essayer de "mesurer" cette chance, il nous faut répéter plusieurs fois 'expérience. Si on répéte

n fois 'expérience, on compte le nombre p, de fois ou I'événement A se produit. Le réel Pn est appelé la
n

fréquence d’apparition de A, et on note
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Remarques :

R1 — La fréquence f vérifie les propriétés suivantes :
- f(4) €10,1]
— Si A et B sont deux événements incompatibles; alors f(AU B) = f(A) U f(B)
- f(A) =1~ f(4)
- f(Q) =
- f0) =
R2 — Si on fait tendre n vers 400, f(A) admet une limite finie qui représentera précisément la proportion

d’apparition de A sur toutes les chances possibles. C’est cette limite qu’on appellera probabilité
de I’événement A, notée P(A).

6.2 Espaces probabilisés

6.2.1 Probabilité sur un ensemble fini

Définition 5
Soit € un ensemble fini et soit P(£2) 'ensemble de ses parties.
Le couple (©2,P(Q2)) s’appelle un espace probabilisable.

Remarque :

L’ensemble P(£2) vérifie plusieurs propriétés fondamentales : on dit que c’est une tribu. En effet :
() QeP@)

(i) VA e P(Q), AeP(Q)

(

k
iii) VAq,..., A, € P(Q), U 4; € P(Q)
i=1

(P(Q) est stable par passage au complémentaire, et est stable par réunion.)

Définition 6
Soit (€2, P(€2)) un espace probabilisable. On appelle probabilité définie sur cet espace, toute applica-
tion :
P:P(Q) — [0,1]
qui vérifie :
(i) P() =1
(ii) Si A et B sont deux événements incompatibles, alors

P(AU B) = P(A) + P(B)

Le triplet (2, P(Q2),P) s’appelle un espace probabilisé fini et pour tout événement A, le réel P(A)
s’appelle la probabilité de I’événement A.

6.2.2 Notion de tribu

Il existe des expériences ou 'univers {2 n’est pas fini. Dans ce cas, la construction d’une probabilité sera un
peu plus délicate.
Exemples :
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E1 — On considére I'expérience suivante : on lancer une piéce jusqu’a obtenir Pile au moins une fois et on
note le nombre de lancers qui ont été nécessaires pour obtenir ce premier Pile.
Ici, 'univers de ’expérience est :

Q=N"={1,2,3,...}

car le nombre de lancers nécessaires pour obtenir Pile peut étre n’importe quel nombre (peut-étre
trés grand).

E2 — On considére 'expérience suivante : on tire au hasard des fléchettes sur une cible plane C'. On suppose
que chaque coup atteint la cible. Le résultat de chaque tir est représenté par le point d’impact M.
L’univers de l'expérience est donc §2, I'ensemble des points de la cible.

Soit A une partie de €2, on considére I’événement A : "I'impact est dans A". Intuitivement, on voit

que '
- A

mais il faut donc étre capable de calculer ’aire de A, donc on ne peut pas prendre n’importe quelle
partie de Q pour calculer P(A).

Remarque :

Contrairement au cas fini, parmi les parties de €2, il ne faut s’intéresser qu’a celles dont on peut calculer la
probabilité

Définition 7

Soit © un ensemble et A une partie de P(2), donc un ensemble de parties de €.
On dit que A est une tribu de parties de () si :

e Nec A

e SiAe A alors Ae A

e Si (A, )nen est une famille d’éléments de A, alors

A, eA

neN

Exemples :

E1 - L’ensemble P(2) est une tribu de parties de €.
E2- Si ACQ, alors A= {0, A4, A, Q} est une tribu.

Définition 8

Soient € un ensemble et A4 une tribu de parties de Q. Le couple (€2, .A) s’appelle un espace probabi-
lisable.
Les événements de A sont des événements de I’espace probabilisable (2, .A).

Proposition 9
Soient Q) un ensemble et A une tribu de parties de ). Alors

1.0 A
2. Si A et B sont deuz événements de A, alors AUB, AN B et A\ B sont dans A
3. Si (Ap)nen est une famille d’éléments de A, alors

A €A

neN
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6.2.3 Espace probabilisé général

Définition 10

P: A—10,1]

qui vérifie :
(i) P(Q) =1
(ii) Si (A,) est une suite d’événements deux & deux incompatibles (disjoints), alors

Le triplet (€2, A,P) s’appelle un espace probabilisé.

Soit (€2, .A) un espace probabilisable. On appelle probabilité définie sur cet espace, toute application :

Remarque :

La série Z P(A,,) est-elle bien convergente ?
n=0
C’est une série a termes positif ou nuls, et les A, étant deux a deux disjoints, on a :

Vn € N, P)<(J<Ak> =:§élpﬂ4k)$;P(Q)::1
k=0

k=0
“+00
Donc les sommes partielles de la série sont majorées donc la série Z P(A,,) converge et sa somme Z P
n=0 n=0

existe.

(4n)

Définition 11
Un événement A € A est dit :
e négligeable si P(A) =0,
e presque sir si P(A4) = 1.

6.2.4 Propriétés

Proposition 12

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et soient A et B deur événements. Alors

1. P(A) =1-P(A)

2. En particulier, P(0) =1 —-P(Q) =0
3. P(A\ B) =P(4A) —P(AN B)

4. Si A C B, alors P(A) < P(B)

d.

P(AUB) =P(A) + P(B) —P(AN B)

Remarque :

La formule du Crible est donc vraie dans le cas général. On a par exemple pour trois ensembles :

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-PANC)-P(BNC)+P(ANBNC)
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6.2.5 Evenements élémentaires

Définition 13
Soit © un ensemble fini : Q@ = {wy,wa, ..., w,}.
Les événements {w;} sont appelés les événements élémentaires.

Proposition 14
Soit (2, P(2),P) un espace probabilisé fini. Pour tout événement A, on a :

P(A)=P({w /we A}) = ) P({wi})

w; €A

En particulier, si Q = {wy,ws,...,wp}, alors

k=1

Remarque :

On voit avec cette propriété que pour déterminer entiérement une propriété P, c’est-a-dire étre capable
de calculer P(A) pour n’importe quel événement A, il suffit de savoir calculer les probabilités des événements
élémentaires.

L’ensemble des valeurs (P(wq),P(w2),...,P(wy)) est appelé la loi de probabilité de P.

6.2.6 Le modéle d’équiprobabilité

Définition 15

Soit 2 un ensemble fini. On dit que 'espace probabilisé (£2, P(€2),P) est en situation d’équiproba-
bilité lorsque tous les événements élémentaires ont la méme probabilité.
Si Q ={ws,...,w,}, 'équiprobabilité se traduit par :

Vk € [1,n], P(wy) = -

Démonstration :
Supposons que 2 = {w1,...,w,} et supposons que tous les événements élémentaires soient équiprobables, i.e. qu’il
existe un réel a € [0, 1] tel que
Plwi) =Plwg) = =P(wy,) = a
Alors, on a :
n n 1
ZIP(wk):1<:>Za:1<:>na:1<:>a:—
k=1 k=1 "
Théoréme 16 Formule dans le cas d’équiprobabilité

Si un espace probabilisé (2, P(Q),P) est en situation d’équiprobabilité, alors pour tout événement A, on

_ Card(A)  Nombre de cas favorables a A
- Card(Q) Nombre de cas total

P(A)
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Remarque :
Dans le modele d’équiprobabilité, calculer la probabilité d'un événement A revient & un "simple" probléme
de dénombrement des différents cas favorables & cet événement A

Exemples :
E1 — On lance un dé équilibré. On a = [1, 6].
Les événements sont alors tous équiprobables.

E2 — On lance deux dés équilibrées. On a Q = {(4, ), 4,j € [1,6]}
Les événements sont alors tous équiprobables.

Remarque :
ATTENTION! La situation d’équiprobabilité est un cas trés trés particulier. Dans la plupart des cas, on est

au contraire en non-équiprobabilité.

Exemples :

E1 — On lance un dé truqué : i cause d’un probléme de construction du dé, le 6 a deux fois plus de chance
de sortir que toutes les autres faces (qui elles sont équiprobables).
Considérons Q = [1,6]. Alors

PUGH =2, B({1L) =B((2) = =P({5}) = 1

les événements élémentaires ne sont pas équiprobables.

Solution : on peut considérer que cela revient a avoir le lancer d’un dé équilibré & 7 faces comportant
2 fois le chiffre 6 et une fois les autres chiffres. On pose ' = {1,2,3,4,5,64,6p} et alors les issues
élémentaires sont bien équiprobables.

E2 — On lance deux dés équilibrés. Soit A 1’événement "la somme des deux dés est supérieure a 4".
Calculer P(A). On a ici :
Q={2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

c’est 'ensemble des sommes possibles pour les deux dés. Mais, méme si les dés sont équilibrés, les
événements élémentaires ne sont pas équiprobables ici!
En effet, par exemple P({2}) < P({8}) : la somme des deux dés a "moins de chance" de valoir 2

(double 1) que de valoir 8 (qui arrive dés qu’on a 345, 4+ 4 ou 6 + 2).

Card(A) 9

P 7 Cara@) ~ 11

Solution : on décrit alors le résultat de 'expérience a 1’aide de 'univers :
Q= [[176]]2 = {(d1>d2)7 d1>d2 € [[176]]}
En effet, sur (' cette fois, on a vraiment un modéle d’équiprobabilité et on peut calculer :

. Card ({(dl,dg) / di,ds € [[1,6]],d1 +do > 4}) 33

P(4) Card(Q) 36
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6.2.7 Systémes complets d’événements

Définition 17

Soit (€2,.4) un espace probabilisable. On appelle systéme complet d’événements de () toute famille
(A;)ier d’éléments de A telle que :
(i) Les événements A; sont deux & deux incompatibles.

(i) Q= U 4

el

Exemple :

On lance un dé équilibré. On a Q = {1,2,3,4,5,6}.
— La famille d’événements ({1}, {2}, {3},{4},{5},{6}) est le systéme complet d’événements composé des
événements élémentaires.
— On note A I’événement "obtenir un nombre pair" et B 1’événement "obtenir un nombre impair". Alors
(A, B) forme un systéme complet d’événements.

Proposition 18
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé et soit (A;)icr un systéme complet d’événements. Alors

S P(4;) =1

el

6.2.8 Théoréme de la limite monotone

Définition 19
Soit (A,) une suite d’événements d’un espace probabilisé (2, A, P) infini.
On dit que (A,,) est une suite croissante d’événements de A lorsque

Vn € N, An C An+1
On dit que (A,,) est une suite décroissante d’événements de A4 lorsque

Vn € N, An+1 C An

Théoréme 20 Théoréme de la limite monotone
Soit (2, A, P) un espace probabilisé.

1. 8i (A,,) est une suite croissante d’événements de A, alors la suite (P(A,))nen est convergente et
+o0o
v (nUO An) N nl—lgloo P(4n)
2. 8i (A,) est une suite décroissante d’événements de A, alors la suite (P(A,))nen est convergente et

P (ﬁ)An) = lim P(A4,)

n—-+00

Exemple :

I On considére une infinité de lancers de dés et on veut déterminer la probabilité de ne jamais obtenir de 1.
Pour cela, on introduit I’événement : B : "ne jamais obtenir de 17,
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ainsi que les événements : Vn € N, A, : "ne pas obtenir de 1 au cous des n premiers lancers”.
Alors, on a

+oo
B=() 4,
n=0

De plus, on sait que

Vn €N, P(A,) = (g)n

et ne pas obtenir de 1 au cours des n + 1 premiers lancers, implique en particulier que ’on n’a pas obtenu de
1 au cours des n premiers lancers : donc 4,11 C A, pour tout n € N et la suite d’événements (A,,) est donc
décroissante pour l’inclusion.

D’aprés le Théoréme de Limite Monotone, P(B) = lim P(A,). D’ou

n—-+o00

P ("ne jamais obtenir la face 17) =0

6.3 Probabilité conditionnelle

La probabilité qu’'un événement se réalise peut étre influencée si on connait des informations concernant la
réalisation d’'un ou plusieurs autres événements. La donnée de la réalisation ou non d’un événement va ainsi
réduire 'univers des issues possibles (2.
Exemple :
On lance un dé équilibré et on regarde le résultat.
Notons A ’événement : "on obtient un nombre inférieur ou égal a 5".
Notons B I'événement : "on obtient un nombre supérieur ou égal & 3".
A priori, sans aucune information supplémentaire, on a :

Cependant, supposons que ’on sache que A s’est réalisé, alors les résultats désormais possibles sont {1,2,3,4,5}
et B est réalisé si ce résultat appartient & {3,4,5}. Il a donc 3 cas favorables sur 5. La probabilité que B se
réalise sachant que A est réalisé est alors de 5

On vérifie en réalité que
3 P(ANB)

5 P(A)

6.3.1 Définition

Théoréme - Définition 21
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et soit A un événement de probabilité non nulle.
Pour tout évenement B, on définit la probabilité de B sachant A par :

P(AN B)

Alors la fonction Py : (€2, .A) — [0, 1] est une probabilité sur (€2, P(€2), P). On note parfois P4(B) = P(B|A).

Remarque :

I Comme P4 est une probabilité, on peut appliquer toutes les propriétés vues précédemment pour les proba-

bilités en général
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Proposition 22

1. Po(B) =1—Py(B)
2. 81 C C B, alors P4(C) < P4(B)
3. Pa(BUC) =P4(B) +Pa(C) —Pa(BNC)

6.3.2 Grandes formules probabilistes

Remarque :

Soient A et B deux événements tels que P(A) # 0, alors par définition, on a :

[P(AN B) = P(A)PA(B)|

Cette formule peut étre généralisée de la facon suivante :

Proposition 23 Formule des Probabilités Composées
Soient A, B, C' trois événements tels que P(AN B) # 0, alors

P(ANBNC) =P(A)Pa(B)Pans(C)

Soient Ay, ..., A, une famille d’événements telle que P(A; N AsN...NA,_1) #0, alors on a :

P(AiNAsN...NA,) =P(A)PA, (A2)Pa,na,(As) .. . Pasnna, , (An)

Remarque :

Lorsqu’on fait par exemple des tirages SUCESSIFS et SANS REMISE, alors le deuxiéme tirage dépend du
résultat du premier tirage, autrement dit, pour obtenir des informations sur la deuxiéme boule tirée, il faut
conditionner par le résultat du premier tirage. Puis, le troisiéme tirage dépend des résultats des deux premiers
tirages.

Exemple :

Une urne contient 3 boules blanches et 7 noires. On tire successivement trois boules sans remise. Quelle est
la probabilité d’obtenir les 3 boules blanches 7 On note

Vk € [1, 3], By : "obtenir une boule blanche au k-iéme tirage”
On note A = By N By N B3 ’événement cherché : obtenir trois boules blanches. Alors d’aprés la formule :
P(A) = P(B1)Pp, (B2)Pp,nB,(Bs)
On aP(By) = 13—0 (3 blanches sur 10 boules au total).

On a PBl (BQ) =

Ol N

(il reste alors 2 blanches sur 9 boules au total).

1
On a Pp,np,(B3) = 3 (il reste alors 1 blanche sur 8 boules au total).

Finalement, on a

3
— X
10

1

P(A) = o

2 1
— X — =
9 8
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Théoréme 24 Formule des probabilités totales

Soit (A;)ier un systéme complet d’événements de probabilités non nulles. Alors pour tout événement B,
on a :

P(B) =3 P(A,NB) =3 P(4)P4,(B)

el i€l

Remarque :

Cela signifie simplement que si (A;) est un systéme complet d’événements, alors lorsqu’un événement B se
réalise, il se réalise soit avec A1, soit avec As, soit avec Ag, ...

Théoréme 25 Formule de Bayes

Soit (A;)ier un systeme complet d’événements de probabilités non nulles et soit B un événement de
probabilité non nulle. Alors pour tout ig € I, on a :

o P<Ai0>]P)Az‘O (B>
X P(A)P4(B)

el

]P)B (Aio)

Démonstration :

Il suffit d’appliquer la définition de la probabilité conditionnelle et la formule des Probabilités Totales :

_ P(Aio N B) ]P(AiO)PAiO (B)

Pp(Ai) = P(B) - > P(A;)Py4,(B)
i€l

6.4 Indépendance d’événements

6.4.1 Définition

Définition 26
On dit que deux événements A et B sont indépendants pour la probabilité P si

P(AN B) = P(A) x P(B)

Remarques :

R1— Si A et B sont deux événements indépendants (de probabilité non nulle), alors on a

R2 — La notion d’indépendance dépend de la probabilité P choisie sur les événements éléméntaires. Elle
dépend donc de la modélisation choisie.

Exemple :
Soit © = [1,6] muni de P(£2). On considére les deux probabilités P; et Py définies par :

i 112341516 i 11231456

T T T T T T T T T T T T
PV 2222 ]2)2 PV 2|2 [2]2]2]2
WM glsl3lalslo WD 1 51616l6l6l6
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Soient les événements A = {1,2} et B = {2,3}, alors AN B = {2}.

rr = (1) (D)=} ranm-!
e = (1) (D)=} aanm-!

Ainsi, A et B son indépendants pour la probabilité IP;, mais pas pour la probabilité Ps.

6.4.2 Propriétés

Proposition 27
Soient A et B deuzr événements indépendants, alors :
1. A et B sont indépendants,
2. A et B sont indépendants,

3. A et B sont indépendants.

Démonstration :

Par exemple pour le premier :
OnaA=ANQ=AN(BUB)=(ANB)U (AN B) et ces deux événements sont incompatibles, donc

P(A) =P(AN B) + (AN TB) = P(A)B + P(AN B)

donc

Définition 28

Soient Ay, ..., A,, n événements.
e On dit que les événements sont deux a deux indépendants pour la probabilité P si

Vi # j, A; et A; sont indépendants

e On dit que les événements sont mutuellement indépendants pour la probabilité P si pour tout
I C[1,n],

P(N4) =P

icl iel

Définition 29
Soit (A,,) une suite infinie d’événements. On dit que les A, sont indépendants si pour tout partie finie
I de N, on a

P(ﬂ&)zﬂw&)

el el




