CHAPITRE 2

Réduction des endomorphismes
et des matrices carrées

2.1 Matrices d’une application linéaire

2.1.1 Matrice colonne associée & un vecteur

Définition 1
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit B = (e, e, ..., €,) une base de E.

Pour tout u € F, on sait qu’il existe des scalaires uniques Ay, ..., \, tels que u = Ajeq + Aoeg + -+ -+ A\ e,

Ce sont les coordonnées du vecteur u dans la base B.
A1
A2 . .

On note alors X = . , et cette matrice colonne X est appelé le vecteur colonne associé au
An

vecteur u dans la base B.

Exemples :

E1 - Soit u = (2,4,—7,3) € R% Quel est le vecteur colonne associé & u dans la base canonique de R*?
La base canonique de R* est composée des quatre vecteurs suivants :

€1 = (]-aoaoao)y €2 = (07 17070)7 €3 = (an’ 1,O)a €4 = (0,0,0, ]-)

Onadoncu = (2,4,-7,3) = 2(1,0,0,0)+4(0,1,0,0)—7(0,0,1,0)+3(0,0,0, 1) = 2e;+4ea—Tes+3e4.
2

4

-7

3

Donc le vecteur colonne associé a u dans la base canonique de R* est X =
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E2 — Soit P(X) = (X +1)(X? —3X +4)+ (X +2)2. Quel est le vecteur colonne associé & P dans la base
canonique de R3[X]?
On cherche les coordonnées de P dans la base canonique de R3[X].
PX)=(X+1)(X?=3X4+4)+(X+2?=X>—2X? 4+ X +4+ X’ +4X +4= X3 - X’ 45X +8

Donc P(X) = 8x1+5x X —1x X?+1x X3. Le vecteur colonne associé¢ 4 P dans la base canonique
de R3[X] est donc

8
5
X =
-1
1
Remarques :
R1 — Plus généralement, si u = (r1,...,%,) est un vecteur de K", alors son vecteur colonne dans
z
la base canonique de K" est X =
Tn

n
R2 — Plus généralement, si P = ZakX F est un polynome de K[X], alors son vecteur colonne dans
k=0
ao

la base canonique de K,,[X] est X =

Gn

2.1.2 Matrice d’une application linéaire

Définition 2
Soit £ un K-ev de dimension finie p, et Bg = (ey,...,¢e,) une base de E.
Soit F' un K-ev de dimension finie n, et By = (uq,...,u,) une base de F.
Soit f € L(E, F) une application linéaire.
On peut donc calculer f(eq), f(e2), ..., f(ep), qui sont des vecteurs de F'.
On appelle matrice de ’application linéaire f dans les bases By et By la matrice A € M,, ,(K) dont

les colonnes sont successivement les vecteurs colonnes associés aux vecteurs f(e1), f(ez2),. .., f(e,) dans la
base Bp.

A= matsg sy (f) =
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Exemple :

Soit f l'application de R? dans R* définie par f(z,y,2) = (x —y + 42,22 —y,x + 32,y — 2).
Déterminons la matrice A de l'application f relativement aux bases canoniques de R? et R%.
On a la base canonique de R? : e; = (1,0,0), es = (0,1,0), es = (0,0,1).

1 -
2
e f(1,0,0) =(1,2,1,0), donc A = 1
0
1 1
. 2 -1
e f(0,1,0) = (—1,-1,0,1), donc on compléte : A = 1 0
o 1 -
1 1 4
. 2 -1 0
e f(0,0,1) = (4,0,3,—1), donc on compléte : A = 1 0 3
o 1 -1

Ainsi, la matrice A de f relativement aux bases canoniques de R? et R?* est

O =N =
o

Remarque :
Soit f € L(E,F).
Soit x € E et soit X le vecteur colonne associé a x dans la base Bg.
Soit y € F' et soit Y le vecteur colonne associé & y dans la base Bp.
Alors, si A désigne la matrice de f relativement aux bases Bg et Bp, on a

’y:f(x)<:>Y:AX‘

C’est une formule trés pratique pour calculer des images par f, lorsqu’on connait sa matrice.

Exemple :

Soit f ’endomorphisme de Ry[X] dont la matrice dans la base canonique de Ra[X] est

3 10
A= -3 01
1 00

On considére le polynéme P = 3X? —2X + 1. Comment calculer f(P)?

1
Le vecteur colonne associé a P dans la base canonique de Ry[X] est -2
3
1 1
OnaA| -2 =1 0
3 1
1

Lamatrice | 0 | représente donc le vecteur f(P) dans la base canonique de Ry[X]. On a donc f(P) = 1+ X?2.
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Proposition 3
Soient E, F, G trois K-ev.

1. Si fe L(E,F) et ge L(E,F), alors
mats, 5. (f + g) = mats, 5. (f) + mats, 5, (9)
2. Si fe€L(E,F) et €K, alors
matg, By (Af) = A X matp, . (f)

3. SifeL(EF)etge L(F,G), alors

ma/tBEng (g © f) = matBF,BG (g) X ma’tBE,BF (f)

Remarques :

R1 — Attention a ne pas échanger I'ordre des matrices dans la derniére formule, les matrices ne commutent
pas toujours.

R2 — On peut généraliser le dernier résultat :

Vk e N, matBE,BF (fk) = [ma’tBE,BF (f)]k

Proposition 4
Soit f un endomorphisme de E et soit M sa matrice relative & une base Bg de E. Alors

f est bijectif <= A est inversible

et dans ce cas, A™! est exactement la matrice de =1 relativement a la base B.

Remarque :

Pour vérifier si un endomorphisme est bijectif, il suffit donc de voir si la matrice qui le représente est
inversible. Le plus simple est de faire des opérations élémentaires pour transformer la matrice en une matrice
triangulaire. Si la diagonale de cette nouvelle matrice ne contient aucun zéro, alors la matrice est bien inversible.
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2.2 Changements de bases

2.2.1 Matrice de passage entre deux bases

On considére ici un espace vectoriel £ de dimension n.

Définition 5
Soient B = (ey,...,e,) et B = (uq,...,u,) deux bases de E.
On appelle matrice de passage de la base B a la base B’, que l'on note Py s/, la matrice qui exprime
en colonnes les coordonnées des vecteurs de la nouvelle base (u1, ..., u,) dans la base B.
Pgp =
Exemples :

E1 - Soit By = (1, X, X?) la base canonique de Ro[X].
Soit By = (1, X — 1, (X — 1)?) une autre base de Ry[X].
Quelle est la matrice de passage P de By a Bo 7
Quelle est la matrice de passage @ de Bs a B1 ?

Déterminer la matrice de passage de By & Bo signifie qu’il nous faut exprimer les vecteurs de la base
Bs dans la base Bj.

1
e Onal=14+0X+0.X%2doncP=| 0
0
1 -1
e Ona X —1=-1+1.X+0.X2, donc on compléte : P = 0 1
0 0
1 -1 1
e Ona (X —1)2=1-2X + X? doncon compléte: P=| 0 1 -2
0 0 1
Ainsi, la matrice de passage de By a Bo est
1 -1 1
P= 0o 1 =2
0 0 1

Déterminer la matrice de passage de B a By signifie qu’il nous faut exprimer les vecteurs de la base
B1 dans la base B.

1
e Onal=1+0.(X-1)+0.(X-1)% donc@Q=1{ 0
0
e On cherche a, b, c tels que X = a + b(X — 1) + ¢(X — 1)2, donc on veut

(c=0 (¢
X:(a—b+c)+(b—2c)X+cX2<:>ib—20=1 <:>ib
a—b+c=0 a

0
1
1
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Donc X =1+ (X — 1) +0.(X — 1)2. Ainsi, on compléte: Q= 0 1

00

e On cherche a, b, c tels que X% = a+ b(X — 1) + ¢(X — 1), donc on veut
(c=1 (c=1
XQ:(a—b+c)+(b—20)X+cX2<:>ib—QC:O <:>1b:2
a—b+c=0 a=1

Donc X2 =1+2(X —1) + 1.(X — 1)2. Ainsi, on compléte : Q =

S O =

1
1
0

— N =

Ainsi, la matrice de passage de Bs & By est

Q=

o O =
S ==
— N

Proposition 6

Soient B et B’ deux bases de E. Alors :

(i) Pgp est toujours une matrice inversible
(ii) (Psp)”" = Py

Remarques :

R1 — En effet, on peut remarquer dans ’exemple précédent qu’on a bien PQ = QP = Is.

rR2 — La plupart du temps, pour déterminer (Pg )", on utilisera plut6t la méthode du pivot de Gauss
sur la matrice Pg g plutot que de déterminer la matrice Pp/ g en revenant a la définition.

2.2.2 Changement de coordonnées pour un vecteur

Proposition 7
Soit E un K-ev de dimension n et soient B et B' deux bases de E.
Soit u € F.

On note X le vecteur colonne associé a u dans la base B.
On note X' le vecteur colonne associé a u dans la base B'.

On note P la matrice de passage de B a B'.
Alors,

Remarque :

Pour retenir de la formule, il faut se rappeler qu’on "colle" toujours les bases ensemble :

X = P X
B BB B
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Exemple :

Considérons la base By de Ro[X] @ (1, X — 1,(X — 1)2).
Calculer les coordonnées du polynome R(X) = 4X?2 — 3X + 7 dans la base Bs.

7
Dans la base canonique Bj, on a facilement les coordonnées de R(X) : -3
4
On sait donc d’aprés la proposition précédente que les coordonnées de R(X) dans la base By sont données par
7 7 8
Pss | -3 |=P7'[ =3 |={ 5
4 4 4

2.2.3 Changement de bases pour une application linéaire

Proposition 8

Soit f € L(E, F) une application linéaire de E dans F'.
Notons B et B' deuz bases de E.

Notons C et C' deux bases de F'.
On note A la matrice de [ relativement aux bases B et C.

On note A’ la matrice de f relativement aux bases B’ et C'.
Alors,

A" = PecAPgp

Remarque :

Pour retenir la formule, il faut se rappeler qu’on "colle" toujours les bases ensemble :

A= P A P
c'B C'C ¢B BB

Il faut toujours lire de la droite vers la gauche, comme pour une application

2.2.4 Changement de base pour un endomorphisme

Proposition 9

On considére B et B' deuz bases d’un espace vectoriel E et soit f un endomorphisme de E.
On note M la matrice de f dans la base B et M' la matrice de f dans la base B'.

On note P = Pgp la matrice de passage de la base B a la base B'.
Alors,

M = PM'P!

Remarque :

C’est simplement un cas particulier de la formule générale précédente, appliquée & un endomorphisme

s la
formule est un peu plus simple.
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Exemple :

Soit f 'endomorphisme de Ro[X] défini par
f(aX? +bX +¢) =aX?— (b+4a)X + (6a + 4b + 3c)
On garde encore les notations précédentes :
— By désigne la base canonique (1, X, X?)
— By désigne la base (1, X — 1, (X —1)?)
Déterminons la matrice M de f dans la base By, puis la matrice M’ de f dans la base Bs.
Pour déterminer la matrice M, il nous calculer les coordonnées de f(1), f(X) et f(X?) dans la base canonique.

F)=3,  f(X)=-X+4, [(X)=X>-4X+6

Ainsi, la matrice M de f dans la base canonique est :

3 4 6
M= 0 -1 —4
0 0 1
On a calculé P la matrice de passage de By a B :
1 -1 1 1 1 1
P=(0 1 -2 |, Pl=[ o012
0 0 1 0 01

Donc d’apres la formule de changement de base, la matrice M’ de f dans la base Bs est :

3 0 0
M =°P'MP=| 0 -1 0
0 0 1

2.2.5 Matrices semblables et équivalentes

On

Définition 10

Soient A et B deux matrices de méme taille : n lignes et p colonnes.
dit que A et B sont équivalentes si

3P € GL,(K), 3Q € GL,(K), / A= PBQ

Proposition 11

linéaire f, dans des bases différentes.

Deux matrices A et B sont équivalentes si et seulement si elles sont la matrice d’une méme application

On

Définition 12

Soient A et B deux matrices carrées de taille n.
dit que A et B sont semblables si

JP € GL,(K) / A= PBP™!
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Proposition 13
Deuz matrices sont semblables si elles sont la matrice d’un méme endomorphisme relatives a deux bases

différentes.

Proposition 14
Soient M et M' deur matrices semblables de M.,,(K). Soit P une matrice inversible telle que M =

PM'P~1. Alors

VkeN, M"=p M) P!

Démonstration :

Démontrons par récurrence que la propriété P(k) : " M* = P(M')¥P~1” est vraie pour tout k € N.
E=0.0naM°=1et P(M')°P~! = PP~! =1I. Donc P(0) est bien vraie.

Soit k > 0 fixé. Supposons que P(k) soit vraie. Alors

MF = MM = P(M')F P~ x PM' P! = P(M')FH P!

Ainsi, si P(k) est vraie, alors P(k + 1) est vraie également.
Ainsi, on a bien pour tout k € N, M¥ = P(M")*P~1.

Remarque :
Ainsi, si on sait bien calculer (M’)*, on peut en déduire la valeur de M*. Ce sera donc un avantage
considérable si on arrive & montrer que M est semblable & une matrice dont on sait facilement calculer les

puissances, par exemple les matrices diagonales.

Proposition 15
dy (0)
‘ o dy
Soit D € M,,(K) une matrice diagonale : D =
(0) dy
di (0)
‘ d;
Alors, pour tout k € N, D" =
(0) dy
Exemple :
3 0 0
Reprenons toujours notre exemple fil rouge. Nous avons montré que M = P~ M'P avec M' = 0 -1 0
0 0 1
3k 0 0
Puisque M’ est diagonale, on a donc que Vk € N, (M")F = 0 (=% o et donc puisque pour tout
0 0 1

keN, MF = Pil(M’)kP, aprés calculs on trouve l’expression de MF :

3k 3k 4 (1) 3k L o(—1)F 11
VEeN, MF=1{ 0 (—=1)k 2(—1)kF -2
0 0 1
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2.3 Valeurs propres et vecteurs propres

On désignera a présent par E un K-espace vectoriel de dimension n.

Le but & présent est, si on se donne un endomorphisme f € L(FE) de trouver une "bonne base" (e, es, ..., €,)
de E, dans laquelle la matrice de f soit la plus simple possible, c’est-a-dire diagonale. Autrement dit, on ai-
merait avoir une base (ey,...,e,) et des scalaires A\j, Ag, ..., A, tels que

A (0)
A2

m&t(el,eQ,...,en)(f) = .
(0) A

Ainsi, il faudrait que ces vecteurs et ces scalaires vérifient

f(el) = )‘1617 f(62) = /\2627 R f(en) = )‘nen

2.3.1 Définitions

Définition 16
e Soit f € L(E).
On dit qu’un scalaire A € K est une valeur propre de I’endomorphisme f s’il existe un vecteur
u € F non nul tel que

f(u) = Au

Un vecteur u non nul vérifiant ’égalité précédente est alors appelé un vecteur propre de f associé
a la valeur propre \.

e Soit A € M, (R) une matrice carrée.
On dit qu’'un scalaire A € K est une valeur propre de la matrice A s’il existe une matrice colonne
X € M,,1(K) non nulle telle que
AX =X

Un vecteur colonne X non nul vérifiant ’égalité précédente est alors appelé un vecteur propre de
A associé a la valeur propre .

Remarque :

[’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme f est appelé spectre de f et est noté Sp(f).
De méme, 'ensemble des valeurs propres d’une matrice carrée A est appelé spectre de A et est noté Sp(A).

Exemples :
E1 — Soit f 'endomorphisme de Rq[X] défini par
VP eRo[X], f(P)=(X—-1)P +P

Calculons f((X — 1)?) et déduisons-en une valeur propre de f.

fX—1)?)=2(X -1+ (X —-1)?=3(X —1)2

Ainsi, 3 est une valeur propre de f et le polynome (X — 1) est un vecteur propre associé a la valeur
propre 3.
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E2 — Soit A =

3.

7 3 -9 3
-2 -1 2 et X = -1
2 -2 —4 1
Calculons AX et déduisons-en une valeur propre de A.
7 3 -9 3 9
AX = -2 -1 2 -1 = -3 | =3X
2 -2 -4 1 3

Ainsi, 3 est une valeur propre de la matrice A et X est un vecteur propre associé a la valeur propre

Proposition 17

e Soit f € L(E) et soit A une valeur propre de f. On pose

Ex(f)={uve E [ f(u) = u}

Alors Ex\(f) est un sev de E que l'on appelle sous-espace propre de f associé a \.

o Soit A e M, (K) et soit A une valeur propre de A. On pose

Ex(A) ={X e M,,1(K) /| AX =) X}

Alors Ex(A) est un sev de M,,1(K) que 'on appelle sous-espace propre de A associé a .

Démonstration :

Prouvons-le pour E)(f). Montrons que c’est un sous-espace vectoriel de E.

— E\(f) C E par définition.

— 0 € E\(f) puisque f(0) = X.0 =0, donc Ex(f) # 0.

— Soient u,v € Ex(f) :ona f(u) = Auet f(v) = Av.
Soit a € K. Montrons que au + v € E)(f).

Ainsi, on a montré que E)(f) est un sous-espace vectoriel de E.

flau+v) =af(u) + f(v) = a(Au) + (M) = AMau + v)

donc au 4+ v € E)\(f). Ainsi, E)(f) est bien stable par combinaison linéaire.

Remarque :
On a
Ex(f) ={ue E / f(u) = Mu} = Ker(f — Mdp)
De méme,
E\(A) ={X e Mp1(K) /| AX = AX} = Ker(A - \],)




12/16 2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET DES MATRICES CARREES

2.3.2 Propriétés

Proposition 18
Soit f un endomorphisme de E. Soit B une base de E et A la matrice de f dans la base B. Alors :

1.
A est une valeur propre de f <= X\ est une valeur propre de A

2. Un vecteur u € E est un vecteur propre de f associé a A si et seulement si le vecteur colonne X
associé & u dans la base B est un vecteur propre de A associé a la valeur propre .

Remarque :

On voit donc que chercher les valeurs propres d’'un endomorphisme ou de sa matrice associée dans une base
fixée revient au méme

Proposition 19
1. Soit f € L(E). Alors

A € K est une valeur propre de f <= f — A dg non bijective

En particulier, 0 est une valeur propre de f si et seulement si f n’est pas bijective.
2. Soit A € M,(R). Alors

A € K est une valeur propre de A <= A — \I,, non inversible

En particulier, 0 est une valeur propre de A si et seulement si A n’est pas inversible.

Remarques :

R1 — Pour chercher les valeurs propres d’une matrice A, on regarde donc la matrice
A— )M,

et on la triangularise pour regarder son rang.
Toutes les valeurs de A pour lesquelles la matrice n’est pas inversible (i.e. le rang est différent de n)
fournissent les valeurs propres de la matrice A.

R2 — En particulier, si une matrice est triangulaire, les valeurs propres sont ses éléments diagonaux.

2.3.3 Bases de vecteurs propres

Théoréme 20
Soit f € L(E).
Soient A1, ..., \, des valeurs propres distinctes de f.
Soient uy, ..., u, des vecteurs propres associ€s aur valeurs propres Ai, ..., Ap.
Alors, la famille (uy, ..., uy) est une famille libre de E.

Démonstration :

Raisonnons par récurrence sur le nombre p de valeurs propres.
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p = 1. Supposons qu’on ait un seul vecteur propre g, alors la famille (u1) est bien une famille libre puisque u; est
non nul.

Soit p > 1. Supposons que la propriété soit vraie au rang p, i.e. si on a p vecteurs propres pour p valeurs propres
différentes, alors ils forment une famille libre de E.

Considérons une famille de vecteurs propres (ui, ..., upt1).

Soient aq,...,ap4+1 € K tels que

ajur + asug + -+ + appiupp1 =0 (1)
On applique f a cette égalité, on obtient :

alf(ul) + azf(ug) + -+ ap+1f(up+1) =0

soit
arAiur + agdaug + - + app1Apritprr =0 (2)

Alors, Ap+1(1) — (2) donne :
P
> 1 — M) apug =0
k=1
Comme la famille (u1,...,up) est libre, on a donc :
Vk € [L,p], ak(Aps1 —Ax) =0

Or, on sait que A # Ap41, donc on a bien a; = 0.

En réinsérant ces aj dans l’égalité du départ, on obtient également a1 = 0.
Ainsi, la propriété est encore vraie au rang p + 1.

Par récurrence, la propriété est vraie pour tout p € N.

Proposition 21 Un cas particulier important
1. Sotent M1, ..., \,, n valeurs propres distinctes et si uy, ..., u, sont des vecteurs propres associés o ces
valeurs propres, alors la famille (uq, ..., u,) est une base de E.

On dit que c’est une base de vecteurs propres.

2. Un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n admet au plus n valeurs propres distinctes.

2.3.4 Polyndémes annulateurs

Définition 22
p
Soit P € K[X]. Ona P(X) = Y apXF =ap+ a1 X + -+ + a, XP.
k=0
Si f € L(E), on note P(f) I'endomorphisme défini par

P
P(f) = ZakszaoldE+a1f+...+apfp
k=0
Si A € M, (K), on note P(A) la matrice définie par
P
P(A) = ZakAk :aofn+a1A+~~-—|—apAP

k=0
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Définition 23
1. Soit f € L(F) et soit P € K[.X].
On dit que P est un polynoéme annulateur de f si P(f) = 0.

2. Soit A € M,,(K) et soit P € K[X].
On dit que P est un polynoéme annulateur de A si P(A) =0.

Exemple :
1 0 1
Soit A = 0 1 -2 et P(X) = X3 —3X?+2X. Montrons que P est un polynéme annulateur de A.
00 2
1 0 3 10
OnaA?’=| 01 -6 |etA®=| 0 1 —14 |.Donc
0 0 4 0 0 8
10 7 30 9 2 0 2
PA)=A%-3A24+2A=| 01 —-14 |- 03 —18 |+| 0 2 —4 | =0
0 0 8 0 0 12 00 4
Donc P est bien un polynéme annulateur de A.

Théoréme 24

Soit f € L(E) et soit P un polynome annulateur de f.
Alors, toute valeur propre de f est une racine de P.

Démonstration :

Soit A € K une valeur propre de f. Notons u un vecteur propre de f associé & A, on a donc u # 0 en particulier.
On a donc

f(u) = Au
FAu) = FOwu) = Af(u) = Nu

et par récurrence immédiate, pour tout k € N,
k k
fou) = A" f(u)

P
Ainsi, si P = Y a3 XP est un polynéme annulateur de f, alors
k=0

P(f)(u) = Z arff(u) = Z apNfu = <Z ak)\k> u=(P(\)u
k=0 k=0 k=0

Or, P(f)(u) = 0 puisque P(f) = 0. Ainsi, (P(\))u = 0 et donc P(\) = 0 puisque u # 0. On a donc bien montré
que A est une racine de P.

Remarque :

La réciproque est fausse : toutes les racines d’un polynéme annulateur ne sont pas forcément des valeurs

propres.
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Exemple :

1 0 1
Déterminons les valeurs propres de la matrice 01 -2
00 2

On a montré que P(X) = X? — 3X?2 + 2X était un polynéme annulateur. Or,
PX)=X?-3X?+2X =X (X?-3X +2) =X(X - 1)(X -2) =0

On sait donc que les valeurs propres possibles sont parmi I'ensemble {0, 1, 2}. Il nous faut donc a présent vérifier
si oui ou non 0, 1 et 2 sont valeurs propres ou non.

x 0 (z+2=0
AX=0X<=A| y |=| 0 |<=(y—22=0 <—=zx=y=2=0
z 0 22=0

Il n’y a pas de X non nul qui peut étre solution de AX = 0X, donc 0 n’est pas valeur propre.

x x (z+z==x
AX=1X=A| vy = Y = y—2z=y <= z=0
z z 22 =2z
1
Par exemple X = 0 convient. Donc 1 est une valeur propre de A.
0
x 2x ((x+2=2zx v
AX =2X = A| y |=| 2y | =< y—22=2y <:>{ B
y=—2z
z 2z 22 =2z
1
Le vecteur X = —2 convient : 2 est bien une valeur propre de A.
1

Ainsi, les valeurs propres de la matrice A sont 1 et 2.

Remarque :
Pour chercher les valeurs propres en pratique si on ne connait pas de polynéme annulateur, on écrit la

matrice

A—- A,

ol A est un scalaire dont on ne connait pas la valeur, puis on triangularise cette matrice avec des opérations
de Gauss pour en regarder le rang. Les valeurs de A pour lesquelles le rang de la matrice n’est pas n fourniront

exactement les valeurs propres.
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2.4 Diagonalisation

2.4.1 Endomorphismes et matrices diagonalisables

Définition 25
e Soit f € L(F).
On dit que f est diagonalisable s’il existe une base de E formée de vecteurs propres de f.
e Soit A € M, (K). On dit que A est une matrice diagonalisable si A est semblable & une matrice
diagonale, c¢’est-a-dire si

3P € GL,(K), 3D € M, (K) diagonale / A= PDP™!

Remarque :

Un endomorphisme f est donc diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est
diagonale.

2.4.2 Théorémes de réduction

Théoréme 26

Soit f € L(E). On note Ay, ..., \, toutes les valeurs propres distinctes de f. Alors, on a :
[ diagonalisable <= E = E; (f) @ Ex,(f) ®--- ® Ex,(f)

— Zp: dim(E,, (f)) =n

k=0

Remarque :

De méme, une matrice A est diagonalisable si et seulement si la somme des dimensions de ses sous-espaces
propres vaut n

Théoréme 27 Cas particulier : n valeurs propres

1. Soit f € L(E). Si f admet n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.
2. Soit A € M, (K). Si A admet n valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable.

Théoréme 28 Cas particulier : 1 valeur propre

1. Soit f € L(E). Si f n’admet qu’une seule valeur propre X\, alors f est diagonalisable si et seulement

st f = Md.

2. Soit A € M, (K). Si A n’admet qu’une seule valeur propre \, alors A est diagonalisable si el seulement
st A= M\,.




