CHAPITRE 4

Variables aléatoires réelles discrétes

4.1 Généralités sur les VARD

4.1.1 Deéfinition

Définition 1
Soit (€2, A) un espace probabilisable.
On appelle variable aléatoire réelle définie sur I'espace (€2,.4) toute application X : @ — R telle que :

VzeR, X (] —-o0,2]) €A

c’est-a-dire 'ensemble {w € @ / X(w) < z} est un événement de la tribu A.

Remarques :

R1— Sion a pris A = P(Q), alors toute application de  dans R est une variable aléatoire réelle.

R2 — Si X est une variable aléatoire telle que X (£2) est un ensemble fini, alors on dit que X est une
variable aléatoire réelle (discréte) finie.

R3 — Si X est une variable aléatoire telle que X (£2) est dénombrable, on sit que X est une variable
aléatoire réelle discréte infinie.

R4 — L’ensemble X (Q) est appelé 'univers-image de X, ou bien le support de X.

R5 — Soit X une VAR discréte, définie sur un espace probabilisable (€2,.4). Pour tout intervalle J dans
R, 'ensemble {w € Q / X(w) € J} est noté [X € J]

Exemples :
E1— Lorsque J = {a}, on note [X =a] ={w € Q / X(w) = a}
E2 — Lorsque J =] — 00, al, on note [X < a.

E3 — Lorsque J = [a,b], on note [a < X < D]
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Proposition 2

Une application X de Q) dans R est une variable aléatoire réelle sur (£, A) si et seulement si pour tout
intervalle I de R, Uensemble X (I) est un élément de A.
En particulier, si X est une VAR, alors pour tout réel k, [X = k| est un événement de A.

Démonstration :

e Par définition on sait que [X < z] est un événement de A pour tout réel z.
+oo

1
X <z = U {X k‘} donc [X < z] est une réunion dénombrable d’éléments de A, donc appartient
k=1
aussi a A.

[X > 2] = [X < z] donc appartient bien a A.

[X > ] = [X < 2] dont appartient bien a A.

Pour tout intervalle I C R, alors [X € I] = X 1(I) est soit d'une des formes précédemment étudiées, soit
une intersection de deux des ensembles précédents, donc est bien dans la tribu A.

Exemples :

E1 — On choisit une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. () est ’ensemble des cartes, et on choisit
A="P(Q).
A chaque carte w € Q, on associe le réel X (§2) défini par :
— X(w) =4 si w est un as,
~ X(w) = 3 si w est un roi,
— X(w) = 2 si w est une dame,
— X(w) =1 si w est un valet,
—~ X (w) = 0 sinon.
Les valeurs possibles pour X (£2) sont donc 0, 1,2,3,4, ainsi : X(Q2) = {0,1,2,3,4}.

E2 — Un joueur lance sucessivement deux dés et note les deux numéros obtenus. L’univers de I'expérience
est donc 2 = [1,6] x [1,6] = {(z,y),z,y € [1,6]}.
On définit la VAR discréte X qui & chaque couple résultat associe la somme des deux nombres
obtenus.
Ici, on a X () ={2,3,...,12}. Donc X est une VAR discréte finie.

E3 — On considére une succession infinie de lancers d’une piéce, dont la probabilité de faire Pile vaut p.
On note X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir le premier Pile, et on note X = 0 si jamais
on n’obtient jamais Pile.

On suppose qu'il existe bien un modeéle (£2,.A) décrivant cette expérience, de telle sorte que P, : "on
obtient Pile au n-iéme lancer" soit un événement.
Ici, pour tout k € N, [X = k] est un événement de la tribu A puisque :

k—1 +o0
VE21, [X=k=(\PNPcA e [X=0=[]|PcA
j=1 j=1

X est bien une variable aléatoire. Par ailleurs, X (©2) = N, donc X est une variable aléatoire discréte
infinie.

Remarque :

Dans la pratique, on ne précise pas toujours 2, mais il est indispensable de préciser X (€2).

Proposition 3

Soit X une variable aléatoire réelle discréte telle que X (Q) = {z;,i € I}.
Alors la famille d’événements ([X = x;])ier est un systéme complet d’événements.
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4.1.2 Loi d’une VAR discréte

On considére & présent un espace probabilisé (€2, A4, P).

Définition 4
On appelle loi de probabilité de la VAR discréte X la donnée de :
e X(Q) = {x;,i € I}, ensemble des valeurs prises par X,
e pour chaque i € I, p; = P([X = z)).

Remarques :

R1 — Pour simplifier les notations, on notera simplement P([X = z;]) = P(X = ;)

R2 — Quand on nous demande de déterminer la loi de X, on commence par donner X(2), puis pour
chaque élément x; de cet ensemble X (), on donne P(X = x;).

R3 — Lorsque X () est fini et ne contient pas trop d’éléments, on peut présenter ses résultats sous forme
de tableau avec dans la premiére ligne la valeur de x; et dans la deuxiéme ligne P(X = x;).

Exemple :

Reprenons notre jeu de cartes (as = 4 pts, roi = 3pts, dame = 2pts, valet = 1pt, autres = 0 pt).
Déterminons la loi de X.

D’apres 'énonce, X (Q) = {0,1,2,3,4}.
L’événement [X = 0] est 'événement "obtenir une carte qui n’est pas un roi, une dame, un valet ou un
as". Toutes les cartes ayant la méme probabilité d’étre choisies et comme il y a 16 cartes correspondant & notre

1 1
événement, on a : P(X =0) = —6 =

32 2
4 1
L’événement [X = 1] est ’événement "obtenir un valet", donc P(X = 1) = 3 ==
1
De méme, on a P(X =2) =P(X =3) =P(X =4) = 3
z; | 011234
Donc, on peut donner la loi de X sous la forme d’un tableau : AEEEEEEE]
Pilslslslals

Théoréme 5
Soit X une VAR discrete. Si X(Q) = {x;,i € I}, alors Y P(X = ;) = 1.

el

Remarque :

Comme ([X = x;])ies est un systéme complet d’événements, on peut appliquer la Formule des Probabilités
Totales : pour tout événement A € A, on a: P(A) = ZIP’([X =z NA) = ZIP’(X = 2i)Pix—z,) (A).
icl icl

Théoréme 6

Soit {(xs,p;), i € I} une partie de R?, o0 [ = N, Z, ou une de leur partie finie.
Si :

e Viel, p; >0,

* sz =1,

i€l

Alors, il existe un espace probabilisé (2, A,P) et une VAR discréte X définie sur Q tels que {(z;,p;),i € I}
est la loi de X.
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4.1.3 Fonction de répartition

Définition 7
On appelle fonction de répartition de X l'application F'x : R — R définie par :

Ve eR, Fx(z)=P(X <x)

Proposition 8

La fonction de répartition d’une VAR discréete est une fonction en escalier.

Exemple :

Reprenons I'exemple précédent et notons F'x la fonction de répartition de X. On a :

e Soit x €] — 00,0[. L’événement [X < z] est impossible donc Fx(x) = 0.
1
Soit x € [0, 1[. La seule fagon d’obtenir X < x est d’avoir X = 0, donc Fx(x) =P(X =0) =py = 5

Soit x € [1,2[. Alors Fx(x) =po + p1 = g

Soit x € [2,3[. Alors Fx(x) = po + p1 + p2 =

e o

. 7
Soit = € [3,4[. Alors Fx(x) =po+p1 +p2+p3 = 3

Soit x € [4,+oo[. Alors Fx(x) =po+p1+p2+p3=1

Proposition 9
Soit X une VAR discrete définie sur (Q, A, P) et soit Fx sa fonction de répartition. Alors :

1. Vx e R, Fx(z) € [0,1],

2. Fx est une fonction croissante sur R,

3. Ya,b e R, P(a < X <b) = Fx(b) — Fx(a)
4. ZE{nOO Fx(x)=0

d. wgr&o Fx(z)=1

6.

Fx est continue a droite en tout point de R.

Démonstration :

1. On a pour tout x € R, Fx(z) =P(X < z) € [0, 1] par définition d’une probabilité.

2. Soient a,b € R tels que a < b. Alors [X < a] C [X < 0] et donc P(X < a) < P(X < b), c'est-a-dire
Fx(x) < Fx(y).

3. Soient a,b € R, alors [a < X < b =[X <]\ [X <a],donconaPla<X <b)=P(X <b) —P(X <a)=
Fx(b) — Fx(a).

Théoréme 10
Soit X une VAR discréte définie sur (2, A,IP) et soit Fx sa fonction de répartition. On note X (Q2) =
{;,i € I}. Si les x; sont rangés dans l'ordre croissant, alors pour tout i € I tel que 1 —i € I (on a alors
i1 <), ona:
P(X = l‘l) = Fx<l’z) — Fx<l‘z’_1>
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Exemple :

obtenus.
Déterminer la loi de Y.

La variable Y prend les valeurs 1,2, 3,4, donc Y () = {1,2,3,4}.
De plus, il est plus facile de calculer P(Y < k) que P(Y = k).
Par exemple :

Y=3=([X1i=1n[Xa=3]) U ((X1=2]Nn[X2=3]) U (X1 =3]N[X2=3]) U
(X1 =3In[Xo=1]) U ([X1=3]N[Xy=2])

et
Y <3]=[X: <3N [X2 <3

Notons Fy la fonction de répartition de la loi de Y. On va donc calculer Fy-(1), Fy(2)

 Fy() =B < 1) =B(Y = 1) = P(X; = 1N [X; = 1)) = B(X; = DE(X; = 1) = | x ;= 1.
R =B <2) = (X < 20N [ < 20) =P S DB S 1) = x 2 = ¢
- Fy(3)=P(Y <3)= ([X1<3]H[X2<3]):]P’(X1<3)IP(X2<3):%X%_%
- Fy(4) =P <4) =1
On peut alors en déduire la loi de la variable Y :
1
PY=1)=F(1) = T
B(Y =2) = Fy(2) - Fr(1) = %
P(Y =3) = Fr(3) - Fy(2) = -2
P(Y = 4) = Fy(4) ~ Fr(3) = -

Une urne contient 4 boules numérotées de 1 & 4. On tire successivement deux boules avec remise. On note
X1 le numéro de la premiére boule, X5 le numéro de la seconde boule, et Y le plus grand des deux numéros

Proposition 11
Soit X une variable aléatoire discréte. Alors la fonction de répartition de X caractérise la loi.

connaitre la fonction de répartition Fx de X.

Autrement dit, connaitre la loi de X (X(Q) et chaque P(X = k) pour k € X(Q)) est équivalent a
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4.1.4 Fonction d’une VARD

Définition 12

Soit X une VAR discréte définie sur un espace probabilisé (02, A, P).
Soit g une fonction définie sur R & valeurs dans R.
On note alors g(X) I'application composée g o X, autrement dit I'application de Q dans R définie par :

Vw € ©, g(X)(w) = g(X(w))

Proposition 13

Soit X une VAR discréte définie sur un espace probabilité (2, A,P), et on note X(Q) = {x;,i € I}.
Soit g une fonction définie sur R a valeurs dans R.
Alors la variable g(X) =Y est encore une VAR discréte définie sur (2, A, P), vérifiant :

Y(Q) = {g(wi),i € I}

et
WeY(Q), PY=y)= ¥ P(X=ux)

iel
g(z;)=y

Exemple :

Soit X une VAR dont la loi est donnée par le tableau suivant :

bi

| =
N |
=

e QuelleestlaloideY =2X +17
La variable Y prend les valeurs —3, 3 et 5. Donc Y (2) = {—3,3,5}. De plus,

fpwz—azmxz_m:%
S P(Y =3)=P(X =1)

N I

S P(Y =5) =P(X =2) =

e Quelle est la loi de Z = X27

La variable Z prend les valeurs 1 et 4. Donc Z(Q2) = {1,4}. De plus,

CRZ=1)=P(X=1)=

S PZ=4)=B(X = 2 U[X =2) =P(X = -2) + P(X =) = |
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4.2 Moments d’une VARD

Dans toute cette partie, on note (€2, .A4,P) un espace probabilisé. On considére X une VAR discréte définie
sur cet espace.

On note X(Q) = {z;,7 € I} (I = N,Z ou une partie finie de N ou Z).

On note enfin, Vi € I,p;, = P(X = ;).

4.2.1 Espérance

Définition 14

On dit que la variable X admet une espérance (ou que ’espérance de X existe lorsque I'un de
ces deux cas se présente :
— soit [ est fini
— soit I est infini et la série Y 2;P(X = ;) est absolument convergente.
iel
On appelle alors Espérance mathématique de X le réel E[X] défini par

EX] =) zP(X=x;)= ) kP(X=k)

iel keX ()

Remarques :

R1— E[X] représente une moyenne des valeurs prises par X, les coefficients étant ici les probabilités
respectives de ces valeurs.

R2 — Lorsque X est une VARD finie, X admet forcément une espérance puisque la somme est finie (aucun
probléme pour la calculer).

R3 — Lorsque X est une VARD infinie, ’absolue convergence est obligatoire pour étre certain qu’on puisse
permuter les termes de la somme.

R4 — Si, pour tout i € I, on a a < x; < b, on aura nécessairement a < E[X] < b.

N
R5 — En particulier, si Vi € I,z; > 0, on doit avoir E[X] > 0.

Exemple :

On donne 1 pour lancer un dé équilibré. Si on fait 1, 2, on ne gagne rien. Si on fait 3 ou 4, on gagne le, si
on fait 5, on gagne 2e mais si on fait 6, on gagne 4e.
Soit X la fortune algébrique qu’il nous reste aprés avoir lancé le dé.

X prend les valeurs —1 (si on fait "1" ou "2"), 0 (si on fait "3" ou "4"), 1 (si on fait "5"), 3 si on fait "6".
On a donc X(92) ={-1,0,1,2}.

1 111

3 13]6
X est une VARD finie, donc X admet une espérance. De plus,

Di

1 1 1 1 1
EX]= > kIP’(X:k):—1><§+0><§+1><6+3x6:§
kEX(Q)

On remarque que I'on a bien —1 < E[X] < 3 puisque X prenait ses valeurs dans {—1,0, 1, 3}.
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Théoréme 15 Théoréme de transfert
Soit g : R — R.

St un de ces deuz cas se présente :
— soit I est fini

— soit I est infini et la série »_ g(x;)P(X = ;) est absolument convergente,
il
Alors la VAR g(X) admet une espérance et on a :

E[g(X)] = Zg(%‘)P(X = T;)

el

Exemple :

On reprend notre jeu précédent, et on considére & présent la variable Z = 2X? — 1. Calculons E[Z].
Comme X est une VARD finie, Z est également une VARD finie et donc Z admet bien une espérance. D’apreés
le Théoréme de Transfert, on a donc :

E(Z] =E [2X* - 1]

= > @P-DP(X =k =(2(-1)*-1) % + (2(0)2 - 1)% +(2(1)2-1) é +(2(3)2 - 1) %
keEX(Q)

11 117

“373767 %

=3

Corollaire 16

Si X admet une espérance, alors pour tous a,b € R, la variable aX + b admet une espérance et :

ElaX + b =aE[X] +b

Définition 17
Si X est une variable aléatoire admettant une espérance nulle, i.e.

E[X] =0

on dit que X est une variable centrée.

Proposition 18
Soit X une VAR discréte admettant une espérance E[X]. Alors la variable aléatoire X — E[X] est une
VAR discréte centrée, appelée la variable aléatoire centrée associée a la variable X.

Démonstration :

E[X] est un réel. Donc d’aprés la proposition précédente X — E[X] admet bien une espérance et

E[X — E[X]] = E[X] - E[X] =0
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4.2.2 Moment d’ordre r

Définition 19
Soit r € N*. Si la variable aléatoire X" admet une espérance, on dit alors que la variable X admet
un moment d’ordre r qui est le réel

m,(X) =E[X"]

Remarques :

R1 — Le moment d’ordre 1 est donc 'espérance de X.
R2 — Si X est une VAR discréte finie, elle admet un moment de tout ordre r > 1
R3 — En cas de convergence absolue, le théoréme de transfert affirme que

EX"= Y KPX=k)
keX(w)

Proposition 20

Soit r > 1. St X admet un moment d’ordre v, alors X admet des moments d’ordre s pour n’importe
quel s € [1,r].

Démonstration :

Rappelons que X (2) = {z;,7 € I'}. Si I est fini, c’est évident.
Si I est infini?
Soit s € [1,r]. Montrer que la série ) xfP(X = x;) converge absolument.
Soit ¢ € I. Alors : !
- sl fzg| > 1, [27pi] < |aipil
= si | <1, |zipi] < pi
Dans tous les cas, on a |zip;| < |2Ip;i| + pi-
Or, les séries Z |z pi| et Zpi convergent, donc par comparaison des séries a termes positifs, la série Z |5 pi
iel iel iel
converge. Ainsi, E[X*] existe.

Corollaire 21
Si E [X?] existe, alors E[X] exste également.

Remarque :

La réciproque est fausse.

Exemple :
Soit X la VAR donnée par

1
X(Q) =N, VnGN*,IP)(X:n):)\E
avec \ = ! .
+o0 1
£

On anP(X =n) = )\#, donc ZnIP’(X = n) converge, et E[X] existe.
De plus, n’P(X =n) = )\%, donc ZnQP(X =n) diverge, et E [XQ] n’existe pas.
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4.2.3 Variance et écart-type

Définition 22

Soit X une VAR discréte admettant une espérance et telle que la variable X — E[X] admet un moment
d’ordre 2.
On appelle alors variance de la variable X le réel :

VIX] =E[(X - E[X])*]

De plus, lorsque V(X) existe, on appelle écart-type de X le réel

o(X)=+V[X]

Remarques :

R1— Si X est une VARD finie, alors X admet bien entendu une variance.
R2 — Si X n’admet pas d’espérance, X ne peut pas admettre de variance.

R3 — La variance mesure la dispersion de la variable X par rapport a sa moyenne E[X]

Théoréme 23 Formule de Kénig-Huygens
Soit X une VAR discréte. Alors

V[X] eziste <= E[X?] emiste

Et en cas d’existence, on a :

Démonstration :

On admet la premiére équivalence. Pour la formule, on applique le Théoréme de Transfert.
V[X] = E [(X - E[X])?]
=E[X? - 2E[X]X + (E[X])?]
= Y (K —2E[X]k+ (B[X])*)P(X =k)

kEX(Q)
Y KP(X =k)-2E[X] > kP(X + (E[X])? Y P(X =k)
kEX(Q) k€X(Q) kEX(Q)
= E[X?] — 2E[X]E[X] + (E[X])?
= E[X?] - (E[X])?

Exemple :
Reprenons le cas du jeu de dés page 7. On avait calculé¢ E[X] = %
1 1 1 1
De plus, E[X?] = Y KP(X =k)=(-1)2+0°2 +1°- 43>~ =2
3 3 6 6
keX (Q)

Ainsi V[X] = E[X?] — (E[X])? =2 — 117
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Proposition 24

Soit X est une VAR discréte admettant une variance. Alors pour tous a,b € R, la variable aX + b
admet également une variance et :

V[aX +b] = a®V[X]

Démonstration :

Posons Y = aX +b. Comme X admet une espérance, on sait que Y admet une espérance et on a E[Y] = aE[X]+b.
On a alors (Y — E[Y])? = (aX + b — aE[X] — b)? = a* (X — E[X])?. Comme (X — E[X])? admet une espérance,
alors la variable (Y — E[Y])2 admet une espérance également et donc Y admet bien une variance. De plus,

VY] =E(Y - E[Y])? = ’E [(X — E[X])?] = a®V[X]

Définition 25

Soit X une VAR discréte admettant une variance (et donc une espérance).
Si E[X] =0etsio(X) =1, on dit que X est une variable centrée réduite.

Proposition 26

Soit X une VAR discréte admettant une variance non nulle (et donc une espérance). Alors la variable
aléatoire X* définie par :
v _ X-E[X]
a(X)

est une VAR discréte centrée réduite appelée la variable aléatoire centrée réduite associée a X.

Démonstration :

En effet, X* = U(lX)X — E([ﬁ]) du type aX + b. Donc puisque X admet une espérance et une variance, X* admet

bien une espérance et une variance. De plus,

LT EX)] 1 EX]
BT =E |05 % ~ o)) = 500~ o) =
et
oo o1 o EX]] 1 B
VX =V 5% - ) = prop =

donc X* est bien une variable aléatoire centrée réduite.

Remarque :

La notion de variable centrée et variable centrée réduite sera trés importante dans un chapitre plus tard
traitant de "convergences".
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4.3 Lois discrétes usuelles

Dans toute cette partie, les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (€2, 4, P).

4.3.1 Loi uniforme

Modéle :
On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 & n et indiscernables au toucher. On tire une
boule dans 'urne et note X le numéro obtenu.

1
Les possibilités pour X sont donc 1,2,3,...,n et par équiprobabilité, chaque boule a une probabilité de —

: n
d’étre tirée.
Définition 27
Soit n € N*. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [1,n] si
X(Q) = IIL n]]?
Vi e [1,n], P(X =k) = %
On note alors
X~ U([1,n])
Remarque :
Plus généralement, on dit que X suit une loi uniforme sur {1, xs,...,2,} (les x; deux a deux distincts)
sl
X(Q) = {a1,22,... 20},
Vk € [1,n], P(X =k)=1
On note alors
X ~U{z1,22,...,2,})
Proposition 28
Soit X une VAR qui suit la loi uniforme sur [[1,n].
Alors X admet une espérance et une variance qui sont :
]E[X]_n—i-l V[X]—n2_1
2 0 12
Démonstration :
Puisque X est une variable finie (elle ne prend que n valeurs), X admet bien une espérance et une variance.
“ LI T 1 nn+1) |n+1
E[X] =S kP(X = k) = S _ 2 _
 B[X] =3 WP(X =k)=3 k- n(Zk) —x = 5
k=1 k=1 k=1
" " 1 1 1)(2 1 1)(2 1
1 = noon 6 6
2 _ 2 _
e VX] = E[X? - (E[X]) = (n+1)2n+1) (n+1) _n+tl (2n+1 B n—i—l) _nt+ln—-1_ n"-1
4 2 3 2 2 6 12
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4.3.2 Loi de Bernoulli

Modéle :

On considére une expérience aléatoire ne comportant que deux issues : un succés et un échec.
On suppose que le succés a une probabilité p €]0, 1] de se réaliser (et I’échec a donc une probabilité 1 — p de
se réaliser).

On définit la variable X en posant X = 1 si on a le succés et X = 0 sinon. On a donc X (2) = {0,1} et
PX=0)=1—-pet P(X =1) =p.

Définition 29

Soit p €]0, 1[. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de paramétre p si

X(2) ={0,1},
{P(X=1)=p> PX=0)=1-p

On note alors
X~B(p) ou X~ B(lp)

Proposition 30

Soit X une VAR qui suit la loi de Bernoulli de parametre p €0, 1] .
Alors X admet une espérance et une variance qui sont :

E[X] = p|, VI[X] =p(1 —p)

Démonstration :

Puisque X est une variable finie (elle prend exactement 2 valeurs), X admet bien une espérance et une variance.
e EX]|=0P(X=0)4+1P(X=1)=P(X=1)=p
e E[X?|=0*P(X =0)+1°P(X =1)=P(X =1)=p
o V[X]=E[X?] - (E[X]))* =p—p’=p(1-p)

4.3.3 Loi binomiale
Modéle :

1. On considére une expérience aléatoire ne comportant que deux issues : un succés et un échec.

2. On suppose que le succés a une probabilité p €0, 1] de se réaliser (et I’échec a donc une probabilité 1 —p
de se réaliser).

3. On répéte n fois cette expérience dans les mémes conditions de maniére indépendante.

4. On compte X le nombre de fois ot on a obtenu un succeés lors de ces n épreuves.

La variable X peut donc prendre toutes les valeurs de 0 a n.
Soit k € [0,n]. Cherchons P(X = k), i.e. la probabilité qu’on ait eu exactement k succés sur l’expérience.

— Parmi les n épreuves, il y a f facons de choisir les numéros des k succes.

— Chacun de ces <Z
n

On a donc P(X = k) = <k>pk(1 —p)" k.

> événements est réalisé avec une probabilité p*(1 — p)»~*.
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Définition 31

n et psi

Soit p €]0, 1] et soit n € N*. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi Binomiale de paramétres

|{ X(Q) = [[O,n]],

<Z>pk0»—zﬁ"k

On note alors

X ~ B(n,p)

Remarque :

La loi de Bernoulli est donc un cas particulier (lorsqu’on fait une unique expérience), et c¢’est pourquoi on

peut écrire la notation X ~» B(1,p) pour une loi de Bernoulli de paramétre p.

Proposition 32

Soit X une VAR qui suit la loi Binomiale de paramétres n € N* et p €]0,1] .
Alors X admet une espérance et une variance qui sont :

E[X] =np|

VIX]

=np(1 —p)

Démonstration :

et une variance.

k=2
=np+n(n—1)p?

o VIX]=E[X?] -

Puisque X est une variable finie (elle prend exactement n + 1 valeurs au maximum), X admet bien une espérance

Supposons n > 2 (sinon on retrouve une variable de Bernoulli qu’on connait déja).

(E[X])?> = np+n(n — 1)p* —n?p* = np (1 + (n — 1)p — np) = np(1 — p)
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4.3.4 Loi géométrique
Modéle :

1. On considére une expérience aléatoire ne comportant que deux issues : un succés et un échec.

2. On suppose que le succés a une probabilité p €]0, 1] de se réaliser (et ’échec a donc une probabilité 1 —p
de se réaliser).

3. On répéte cette expérience dans les mémes conditions de maniére indépendante (a priori une infinité de
fois).

4. On compte X le numéro du lancer ou apparait pour la premiére fois le succeés.
La variable X peut donc prendre toutes les valeurs de 1 jusqu’a l'infini. : X (Q) = N* U {400}
Notons A; ’événement "le succés est réalisé a la i-iéme expérience".
+o0
Notons B I’événement "le succés n’est jamais réalisé". On a B = ()
i=1

A;. Donc

P(B) = lim P(ﬁ&) = lim (1-p)"=0

n—-4o0o n—-4o00

On peut donc considérer que X prend ses valeurs dans N* seulement : X (2) = N*.
De plus, pour tout k € N*, P(X = k) =P(A; N4A;n---NA, 1NA,)=(1-p)"'p

Définition 33

Soit p €]0, 1[. On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi Géométrique de paramétre p si

X(Q) = N,
{ VEeN* P(X =k)=(1-p)*1p

On note alors

Proposition 34

Soit X une VAR qui suit la loi Géométrique de parametres p €]0,1] .
Alors X admet une espérance et une variance qui sont :

1 1—0p
E[X]=—|, V[X]=—;
p p
Démonstration :
Y EP(X =k)= Y k(1—p)flp=p > k(1 —p) L.
k>1 k>1 k>1

On reconnait une série dérivée géometrique de raison 1 — p qui converge (car p € [0, 1], donc |1 —p| < 1). Ainsi,

la série > kP(X = k) converge et X admet bien une espérance. De plus,
k>1

+oo iy k1 1 1
S e

Y RP(X =k)= Y K (1-pklp=p <(1 —p) X k(k—1)(A—-p)F 2+ T k(1 —p)’“>-

k>1 k>1 k>2 k>1
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On reconnait deux series dérivées géométriques (premiére et seconde) de raison 1 — p qui convergent (car
p € [0,1], donc |1 — p| < 1). Ainsi, la série 3 k*P(X = k) converge et X2 admet bien une espérance. Ainsi, X
k>1
admet bien également une variance.

0 +Z°° = p Y ook(1— gl —p(1—p 21 20-p) 1
=y k=2 HE= Dt +pk:1+ H=p) A (1-(1-p)? " p P " p
oo 20-p) 1 1 _200-p+p-1) _—p-1)

4.3.5 Loi de Poisson

Définition 35
Soit A > 0. On dit qu’'une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre \ si

( X(Q) =N,

k
VEeEN, P(X =k) = e

k!

On note alors
X ~ P (N)

Remarque :

On ne dispose pas de situation concréte simple qui est modélisée la loi de Poisson.

Proposition 36

Soit X une VAR qui suit la loi de Poisson de paramétre A > 0 .
Alors X admet une espérance et une variance qui sont :

EX]=XA, [VX]=Ax

Démonstration :
ZANF _ k _ 0
5 KPX k) = T he M = © g <ot 8 ¥
k>0 k>0 k>1 220
On reconnait une série exponentielle de raison A qui converge donc. Ainsi, la série Y kP(X = k) converge et

k>0
X admet bien une espérance. De plus,

De méme, on montrerait que la série 3 k?P(X = k) converge, donc X2 admet une espérance, donc X admet
k=0
bien une variance, et on aura V[X] = A.
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4.4 Couples de VARD

4.4.1 Loi d’un couple

Définition 37

On appelle couple de variables aléatoires réelles discrétes et note (X,Y) toute application

QO — R?

(X,Y): w — (X,)Y)(w) = (X(w),Y(w))

Autrement dit, & chaque issue de notre expérience, on associe un vecteur dont chaque composante est une
variable aléatoire.

Définition 38
On appelle loi du couple (X, Y) ou encore la loi conjointe des VAR X et Y la donnée de :
o (X,Y)() =A{(zi ), x: € X(Q) [ y; € Y()}
o Vz; € X(Q), Vy; € Y(Q), P([X =z ]N[Y =y;])

Exemples :

E1 — Une urne contient deux boules blanches, trois boules rouges et quatre boules bleues.
On tire simultanément trois boules de 'urne.

On note X le nombre de boules blanches parmi ces 3 boules, et Y le nombre de boules rouges.

Déterminons la loi du couple (X,Y).

Ona X(Q) ={0,1,2} et Y(Q) = {0,1,2,3}.
Soit i € X(Q) et 7 € Y(9).
e Déjasii+ j >4, 'événement [X =i N[Y = j] est impossible et donc

PX =dn[y =j)=0

e Sii+j < 3, I'événement [X = i] N [Y = j] signifie que 'on a tiré i boules blanches, j boules
rouges et 3 — i — j boules bleues. Le nombre de facons d’obtenir une telle combinaison est donc

2 4
( > <3> <3 . ) parmi les (g) = 84 facons possibles de tirer trois boules de 'urne. On a donc

i) ) \s—inj
B(X =i N[y =j]) = <2> @ <934J>
(5

On a donc aprés calculs :

X\Yl|o|1]|2]3
0 1311

21 |14 | 7 | 84
AR
2 2—11%00
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E2 — On réalise une succession de lancers d’une piéce dont la probabilité d’obtenir Pile est p €]0, 1] et la
probabilité d’obtenir Face est ¢ =1 — p.
On note X le rang d’apparition du premier Pile et Y le rang d’apparition du deuxiéme Pile.

Quelle est la du couple (X,Y)7
Ona X(Q)=N*et Y(Q) =N\ {0,1}.

Soit 1 € X(Q2) et j € Y(2). Calculons P([X =i N[Y =j]).
e Il est impossible que le deuxiéme Pile arrive avant le premier Pile.
Sii>j,ona:
P(X =i N[y =j]) =0

e Sii<j,onaX=iNY=j]=FnNn---NE_1NPNFN---NF_1NP;, doncon a:

P(X =i]N[Y =j]) =¢ 'pg " 'p=¢p*

Proposition 39
L’ensemble ([X = i|N[Y = jl)icx(q) jev ) forme un systéme complet d’événements.
En particulier, on a :

Y B(X=inly=4)=1

IEX(Q)
JEY(Q)

Remarque :

Dans le tableau a double entrée, on a donc toujours la somme de toutes les valeurs du tableau égale a 1.

4.4.2 Lois marginales

Définition 40

Soit (X,Y) un couple de VAR discrétes.
La loi de X et la loi de Y sont appelées les lois marginales du couple (X,Y).

Remarque :

Si on connait la loi du couple (X,Y), on peut en déduire la loi de X et la loi de Y grace a la Formule
des Probabilités Totales, en utilisant le systéme complet d’événement ([Y = j]) ey () (resp. le systéme complet
d’événements ([X = j])jcx(0))-

Proposition 41
Soit (X,Y) un couple de VAR discrétes. Alors, on a :

VEeEX(Q), PX=k= ) P(X=kKn[ =)
JEY(Q)

VEeY(Q), PY =k) = Z P([X =j]N[Y =k])
JEX(Q)
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Exemple :

Si on reprend 'exemple 1, il suffit donc de sommer les lignes et les colonnes du tableau pour obtenir les lois
marginales de X et Y a partir de la loi du couple (X,Y).

X\Y 0 1 2 3 || Loide X
0 3 1 1 5
21 | 14 | 7 | 84 12
A RO RN I
7 7 | 14 2
5 1 1 0 0 1
21 | 28 12
Loide Y 3 E i i 1
21 | 28 | 14 | 84

Par exemple, déterminons la loi de Y.
OnaY(Q2) ={0,1,2,3}. De plus, la famille ([X = 0], [X = 1],[X = 2]) forme un systéme complet d’événements.
La formule des probabilités totales donne alors que

PO = 1) = B(X = 0[N [Y = )+ P(X = ][y = 1)+ P(X =2y =1 = 5+ 24 = = 2
IP’(Y:2):IP’([X:O]Q[Y:2])+IP’([X:1]ﬂ[Y:2])+IF’([X:2]ﬂ[Y:2])—%+ﬁ+0— =
P(Y =3) = B(X =0]n [V = 3)) + B(X = Jn [y =3) + B(X =2 n [V =3) = o +0+0=|

4.4.3 Lois conditionnelles

Définition 42
Soit (X,Y’) un couple de VAR discrétes.
Soit y € Y (Q).
On appelle loi conditionnelle de X sachant [Y = y| la loi de la variable X sachant ’événement [Y = y],
autrement dit, la donnée de :
o X(Q)
o Vk € X(Q), P[y:y] (X = k?)
On définit de méme pour tout = € X () la loi conditionnelle de Y sachant [X = z].

Exemple :
On reprend le premier exemple (tirages des 3 boules dans 'urne).
Déterminons la loi conditionnelle de X sachant [V = 2].
e Ona X(Q)={0,1,2}.
P([X
o Py_g(X =2)=
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= - 1
_ _ i
o Ply_g(X=0)= X E(Y] z[;/) =2 _ gz = %

Remarque :

On peut jongler entre loi du couple, lois marginales, lois conditionnelles. Il s’agit simplement d’application
la formule des probabilités composées, ou la formule des probabilités totales.
Soit (X,Y’) un couple de VAR discrétes. Alors :

Ve e X(Q), YyeY(Q), P(X=z]n[y =y]) =P
Ve X(Q), Vy e Y(Q), P(X=2z]N

4.4.4 Variables aléatoires indépendantes

Définition 43 Indépendance de 2 VARD
Soient deux variables aléatoires discrétes X et Y.
On dit que X et Y sont indépendantes si

Vre X(Q), Yy e Y(Q), P(X =2]N[Y =y]) =P(X = 2)P(Y = y)

Autrement dit, pour tout = € X(Q2) et pour tout y € Y () les événements [X = z] et [Y = y] sont
indépendants.

Remarque :

Si on connait la loi du couple (X,Y') dans un tableau & double entrée, si au moins un zéro apparait, on est
certain que les variables ne seront pas indépendantes.

Exemples :

E1 — Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On tire successivement deux boules avec remise.
Soient X et Y les numéros respectivement obtenus. On a :

Vije[Ln], P(X =dn[Y =j]) = — =P(X =i)P(Y = j)

donc les variables X et Y sont indépendantes.
E2 — Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On tire successivement deux boules sans remise.
Soient X et Y les numéros respectivement obtenus. On a :

Vie[Ln], P(X={n[Y =i) =0

mais a priori P(X = i) et P(Y = i) ne sont pas nulles, donc on a P([X = N[Y =i]) #P(X =
1)P(Y =1). Les variables X et Y ne sont donc pas indépendantes.
Remarque :

Si X et Y sont indépendantes, on a aussi

PX <z]n[Y <y]) =P(X <2)P(Y <y)
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Proposition 44

Sotent X et'Y deux variables aléatoires discrétes indépendantes.
Si f et g sont deuz fonctions numériques définies sur X () et Y (), alors f(X) et g(Y') sont indépendantes.

Exemple :

Si X et Y sont indépendantes, les variables X2 et 2Y — 1 sont également indépendantes.

Définition 45 Indépendance de n VARD
Soient X1, ..., X,, n variables aléatoires discrétes.
On dit que les variables X7, X5, ..., X, sont (mutuellement) indépendantes si

k=1

Remarque :
Si X1, Xo,..., X, sont n VARD discrétes indépendantes, alors si Y est une fonction des variables Xy,..., X,
et Z est une fonction des variables Xp1, Xpy2,..., X, alors Y et Z sont indépendantes.
Par exemple, si X1, Xa, X3, X4, X5 sont 5 VAR discrétes indépendantes, alors les variables X7 + 2X7 et X5 —
exp(X3) sont indépendantes.

Définition 46 Indépendance d’une infinité de VARD
On dit que la suite de VAR discrétes (X, ),>0 est une suite de variables aléatoires indépendantes
si pour tout n € N, les variables Xy, X1, ..., X,, sont indépendantes.

4.4.5 Loi de probabilité d’une fonction de deux VARD

Définition 47

Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes. Soit g une fonction de R? dans R définie au moins
sur P'ensemble X (Q2) x Y (Q).
Alors Z = g(X,Y) est une variable aléatoire telle que

Z(Q) ={g(i,5), 1€ X(Q), jeY(Q)}={zke K}

Proposition 48
Soit Z = g(X,Y). Alors, on a

Var € Z(Q), P(Z =z2,) = > P(X =i|Nn[Y =j)])
GDEX @Y (@)
g9(t,7)=zp

Théoréme 49

Soient X et Y deuz variables aléatoires discrétes a valeurs dans N.
Soit Z =X +Y, alors

Vk € Z(Q), ]P’(Z:k):IP’(X+Y:k):iP([X:i]ﬂ[Y:k—i])

=0
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Exemples :
XAv[o [ 1 [2 ]3]
E1 — On reprend I'exemple 1 dont la loi est donnée par : 0 1/213/14 | 1/7 | 1/84 .
1 17 [ 2/7 [1/14| 0
2 1/21]1/28 0 0
Soit S = X + Y. Déterminons la loi de S.
e 5(02) =40,1,2,3}.
o B(S=0) = <m=mmwzw—%;
3 1 )
PSS =PIX=ON SR SNy 0= g
e P(S=2)=P([X =0]N[Y =2])+P([X = 1]ﬂ[Y:1])+]P’([X:2]ﬁ[Y:O}):§+?+ﬁ TR
o P(S=3) =P([X =0]n[Y =3))+P([X = 1]N[Y = 2])+P([X = 2]n[Y = 1])+P([X = 3]N[Y" = 1])
1 1 1 10
ZRETRE TS
E2 — Soit Z = XY . Déterminons la loi de Z.
o Z(02)=1{0,1,2}.
« P(Z=1)=P(X =1n[y =1])
. ]P(Z:2):IP([X:I]O[Y:Q])—HF’([X:Q]Q[Y:1])*i+% 238
. 1@(2:0):1-1@(2:1)-1@(2—2):271l
Proposition 50 Stabilité de la lot binomziale
[ X ~ B(n,p)
Soient X et Y deux VAR telles que : { Y ~» B(m,p)
| X etY sont indépendantes
Alors, la variable Z = X +Y suit une loi binomiale B(n + m, p).

Plus généralement, si X4,..., X sont k variables indépendantes suivant respectivement des lois bi-
nomiales B(ny,p), B(ng,p), ..., B(ng,p), alors la variable aléatoire X1 + -+ + X, suit une loi binomiale
B(ny+mny+ - +ng,p).

Démonstration :
Voir TD.
Proposition 51 Stabilité de la lor de Poisson
[ X ~ P(N)
Soient X et'Y deux VAR telles que : { Y ~ P(XN)
| X etY sont indépendantes
Alors, la variable Z = X +Y suit une loi de Poisson P(A+ X).

Plus généralement, si Xq,..., X, sont k wvariables indépendantes suivant respectivement des lois de
Poisson P(A\1),P(Xa),...,P(A\x), alors la wvariable aléatoire Xi + -+ + X suit une loi de Poisson
P4+ A+ + A\, p).

Démonstration :

| Vair TD.
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4.4.6 Espérance d’une variable aléatoire g(X,Y")

Théoréme 52 Linéarité de l’espérance
Soient X et Y deux VAR discretes admettant une espérance, et soient a et b deux réels. Alors aX +bY
admet également une espérance et :

E[aX + bY]| = aE[X] + bE[Y]

Plus généralement, si X1, ..., X, sontn variables aléatoires discrétes admettant toutes une espérance, alors
la variable X1 + Xo + --- + X,, admet également une espérance et

E(X; +Xo+ -+ X,) = E[X1] + E[Xy] + - - + E[X,]

Théoréme 53 Théoreme de transfert
Soient X et Y deuzr VAR discrétes et soit g une fonction définie sur X (Q2) x Y (), alors si Z = g(X,Y)
admet une espérance, elle vaut :

Eg(X,Y)] = ( ; )g(:v,y)IP’([X =z]N[Y =y])
z,y)EX (Q) XY (Q

Théoréme 54

Soient X et'Y deux variables aléatoires. Alors si XY admet une espérance, on a :

E[XY] = Y. wP(X =zn[Y =y
(z,y)eX(Q)xY(Q)
De plus, si X et'Y sont indépendantes, E[XY] = E[X]E[Y]|
Démonstration :

Vérifions le deuxiéme point, si X et Y sont indépendantes,

E[XY] = > zyP (X = 2] N[Y =y))
(z,y)eX(Q)xY(Q)
= Z zyP (X =2)P(Y =y) (par indépendance)

(z,9)EX(Q) XY (Q)

= Y << > y}P’(Y—y)> P (X —x))
2eX(Q) \ \yey(Q)

= Y E[Yl2P(X =2) = E[Y|E[X]
zeX(Q)

Remarque :

Attention, la réciproque est fause.
X et Y sont indépendantes = E[XY] = E[X|E[Y]

X et Y sont indépendantes = E[XY] = E[X]E[Y]
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4.4.7 Covariance de deux variables aléatoires

Définition 55
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes admettant une espérance.
On appelle covariance de X et de Y le nombre réel défini par

Cov(X,Y) = E|(X — E[X])(Y — E[Y])

s’il existe.

Théoréme 56

Si X et'Y admettent un moment d’ordre 2, alors la covariance de X et de Y existe et on a :

Cov(X,Y) = E[XY] — E[X|E[Y]

Remarques :

R1 - On a Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
R2— On a Cov(X, X) = V[X]

Théoréme 57

X et'Y sont indépendantes — Cov(X,Y) =0

Remarque :
La réciproque est fausse!
Il est possible qu’on ait Cov(X,Y) = 0 et que les variables X et Y ne soient pas indépendantes.
Cependant, si Cov(X,Y) # 0, on est certain que X et Y ne sont pas indépendantes.

Définition 58
Si X et Y sont deux variables aléatoires telles que

Cov(X,Y) =0

on dit que les variables X et Y sont non corrélées.

Exemple :
Reprenons notre exemple fil-rouge.
Ona 12 2 15 6 3
EX]|==4+—-=< t EYl=—+—4+—=1
Xl=3+t1p=3 Y=ot 11 T s
De plus, on a calculé la loi de Z = XY, donc
2 3 1
EXY]=1x=-+42x —=—
XY =1x 7+ 2x 58 =3
Donc L9 )
Cov(X,)Y)==-—-=—=
(X Y)=5-3=-5
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Proposition 59

La covariance est linéaire par rapport a chacune de ses variables.
Autrement dit, pour toutes variables X, et X5, Y1, Yo admettant des moments d’ordre 2 et pour tous réels
a, b, on a:

Cov(aX; 4+ bXs,Y) =a Cou(X1,Y) 4+ b Cov(Xs,Y)
Cou(X,aY; + bYs) = a Cov(X,Y1) +b Cov(X,Y3)

Définition 60
Soient X et Y deux VAR discrétes d’écart-type non nul.
On appelle coefficient de corrélation linéaire de X et Y le réel :

Cov(X,Y)

)= 5 X)e (1)

Remarque :

Le coefficient de corrélation linéaire est un réel compris entre —1 et 1.
Il compare les similarités entre les lois de X et Y.
Sip=1,alors Y =aX + b avec a > 0.
Sip=—1,alors Y =aX + b avec b <0.
Si p €] — 1,1] est proche de —1 et 1, la corrélation entre les variables est forte. On peut dire que les deux
variables son alors fortement corrélées. Si p = 0, alors les variables sont non corrélées, donc sont linéairement
indépendantes (mais pas forcément indépendantes dans le sens probabiliste).

4.4.8 Variance et somme

Théoréme 61

Pour toutes variables X et 'Y admettant un moment d’ordre 2, alors X +Y admet une variance et

VX +Y] = V[X] + V[Y] + 2 Cou(X,Y)

De plus, si X et'Y sont indépendantes,

VX + Y] = V[X] + V[Y]

Remarques :

R1 — Plus généralement, si X, Xo,..., X, sont des VAR discrétes admettant toutes un moment d’ordre
2, alors la variable X7 + - -- 4+ X, admet également une variance et

V[X1+"'+Xn] :ZV[Xi]+2 Z COV(XZ',X]')
i=1 1<i<jsn

R2 — De plus, si les variables X1, Xo, ..., X, sont indépendantes, on a

VX1 + -+ Xo] = VX4 + V[Xo] + -+ - + V[X,]




