ESCP Oral B/L 2010 Mathématiques

Exercice 4.1

On vous propose de jouer & un jeu pouvant comporter plusieurs manches. On suppose les
résultats des différentes manches eventuellement jouées indépendants, le gain pour chaque manche
étant une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur le segment [0, 1].

1. Dans cette question vous devez jouer deux manches et votre gain final est le plus grand des
gains de ces deux manches. Quelle est la loi de votre gain ? Quelle est son espérance ?

2. Dans cette question, on suppose que vous avez le droit de jouer deux manches, et votre
gain final est le gain de la derniére manche jouée. Vous décidez alors de la stratégie suivante :
vous vous fixez un seuil s compris entre zéro et un,
— si le gain de la premiére manche est au moins égal & s, alors vous arrétez le jeu aprés cette
premiére manche ;
— sinon vous jouez une seconde manche.
Quelle est la loi de votre gain final 7 Quelle est son espérance ? Quelle valeur de s choisissez-
vous ?

3. On suppose maintenant que vous avez le droit de jouer au maximum trois manches et
votre gain est toujours celui de la derniére manche jouée.
Proposez une stratégie . ..

Solution
1. Notons X le supremum de X; et X5 et Fx sa fonction de répartition. On a :

Ve e R Fx(z) =PX <2)=P((X; <2)N(Xg < 2)) =Fx, (2)Fx,(x)
grace a l'indépendance des deux variables aléatoires.
Fx(z)=0siz<0et Fx(z)=1siz > 1,enfinsi 0 <z <1, Fx(z) = 22,
donc une densité f de X est donnée par fx(x) = 2z, pour 0 < z < 1 et 0 sinon, d’ou 'on déduit

1
2
Pespérance : E(X) = / x.2zdr = 3
0

2. Dans cette deuxiéme stratégie, on note Y le gain du joueur et Fy la fonction de répartition
de cette variable aléatoire. On a :

Ve e R, Fy(zx) =P(Y <z) =P((X;

ou encore :
Ve eRFy(x)=PY <z2)=P(X1<s)N Xy < 71)) +P(s <X; <1x)
Donc, en-dehors des résultats banals pour x < 0et x > 1 :
¢ Si0<x<s, alors Fy(z) = sxa + (1 — 5)x0 = sz,
eSiz>s,onaFy(z)=sxz+(x—s)=(s+1)z—s.
On en déduit une densité g de Y :
pour 0 < z < s,g9(x) =s et pour s <z < 1,g(x) =s+ 1.

N

SSN(Y <2))+P((Xy > s)N(Y <))

Cela permet de calculer I’espérance mathématique de Y :

s 1 3 9 )
1— 1 _
E(Y):/Osa:dx—i—/ (s+1)xdm:%+(s+l) 23 _ +82 s

Donc B(Y) = 5(~(s— 52+ )

1
Cette espérance est maximale en = et vaut alors —.

On constate que la premiére stratégie n’est que, de peu, plus favorable que cette derniére une
fois optimisée.

3. Proposons la stratégie suivante :

. . . . . 5 .
On effectue une premiére manche et si on obtient un gain supérieur ou égal a 3’ on arréte. Si

5
on obtient un gain inférieur & —, alors on décide de poursuivre le jeu en sachant que 'on a le droit
de jouer alors une ou deux manches et donc on peut appliquer maintenant la stratégie optimisée

de la question 2. En procédant ainsi '’espérance de gain est plus grande que 3
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Exercice 4.2

1
1. a) Montrer que / (1 — Int)dt converge et donner sa valeur.
0

1 —1Int
2 + 2

b) Montrer que / dt converge pour tout z strictement positif.
0

On pose alors :
“1—1Int
——dt siz>0
F(z) = /0 2+ 2
0 siz=0
c¢) Montrer que F est continue en 0.

d) Montrer que F est de classe C! sur |0, +00o], et donner ses variations.

2. Soit la suite (uy)n>o définie par :

Uug = 1
Unt1 = F(uy,), pour n >0
Montrer que la suite (u, ), est convergente.

Solution
1. a) La fonction ¢ — 1 — Int est continue sur Uintervalle ]0,1]. Une primitive de 1 — Int¢ est
t— (tIlnt —¢) = 2t — Int. Ainsi, pour a tel que 0 < a <1

1
/ (1 —=Int)dt = [2t—lnt]; =2—-2a+alna

Comme lir% alna = 0, le passage & la limite est possible, ce qui prouve la convergence de
a—

I’intégrale, avec :

1
/ (I —-Int)dt=2
0

1—1Int

b) La fonction h : ¢ — S

est continue sur ]0,z]. Au voisinage de 0 (et avant 1), on a :
1—Int 1-—Int
<
2+1t2 2
L’intégrale sur [0, 1] de cette derniére fonction converge. Le théoréme de comparaison des inté-
grales de fonctions positives permet de conclure sur [0, 1], donc sur [0, z].

0<

c) La convergence méme, pour la borne inférieure 0, de l'intégrale définissant F(z) prouve
que J%11}1})13‘(55) =0=F(0).
d) La fonction h est continue sur R™*. En écrivant :
1 T x
F(z) = / h(t)dt +/ h(t)dt = C +/ h(t)dt
0 1 1
le théoréme fondamental du calcul intégral permet de conclure que F est de classe C! sur R+*
et que pour tout = > 0, F'(z) = h(x).
Ainsi le signe de F/(z) est-il celui de 1 — Inx et la fonction F est donc croissante sur [0, e] et
décroissante sur [e, +o00].
2. Montrons que intervalle [0, 1] est stable par F. En effet, par croissance de F sur [0,1] :
F([0,1]) = [F(0), F(1)] = [0, F(1)]

et
1 1

1
(1) :/ h(t)dt < 5/ (1 Int)dt =1
0 0
Comme ug = 1, on a donc pour tout n de N*, u,, € [0, 1].
* La fonction F est croissante sur le domaine considéré, donc la suite (u,,) est monotone.

Comme u; = F(ug) = F(1) < 1 = uy, la suite (u,) est décroissante.
Décroissante et minorée elle converge.
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Exercice 4.3

Un commergant se fournit auprés d’un grossiste pour constituer son stock au début de la saison,
lequel consiste en un certain nombre d’unités d’un produit de consommation. Chaque unité vendue
par ce commercant lui rapporte un bénéfice net de = euros alors que chaque unité invendue & la
fin de la saison engendre une perte nette de y euros, x et y étant des réels strictement positifs. Ce
commercant, désire déterminer la taille n optimale de ce stock afin de maximiser son espérance de
gain.

On admet que le nombre d’unités qui seront commandées & ce commergant pendant la saison
est une variable aléatoire a valeurs dans N, notée X. On note Y,, la variable aléatoire égale au gain
(positif ou négatif) de ce commercant a la fin de la saison.

On désigne par U la variable aléatoire qui vaut 1 si X < n et qui vaut 0 si X > n.

On admet que ces variables sont toutes définies sur le méme espace probabilisé (€2, 4, P).

1. En distinguant deux cas selon la valeur de U montrer que :
Y, = (X - (n—X)y)U+nz(l - U).
2. a) Vérifier que la variable XU prend ses valeurs dans [0, n].
b) Exprimer, sous forme de somme, ’espérance de XU a ’aide de la loi de X.

¢) Montrer enfin que E(Y,,) = (z +¥) i (k—n)P(X =k)+ nz.
k=0

x
r+y

Dans la suite, on suppose que P(X =0) <

3. a) Exprimer E(Y, + 1) — E(Y,,) en fonction de z,y et > P(X = k).
k=0

b) Montrer qu'’il existe un unique entier naturel ng tel que

P pX ok <ot S PXzk) > "
= < et = >
k=0 T+y E=0

Tty

¢) En déduire que le commercant maximise son espérance de gain, avec un stock de taille
ng + 1.

Solution
1. On a: U(Q) = {0,1}.
e si U(w) =1, alors X(w) < net Y, (w) = 2X(w) —y(n — X(w)) = 2X(w) — y(n — X(w))U(w) +
nz(l —U(w)).
e si U(w) =0, alors X(w) > n et Y,(w) = ne = 2X(w) — y(n — X(w))U(w) + nx(1 — U(w))
On peut donc regrouper les deux cas et :
Y, = (zX - (n—X)y)U+nz(l —TU).

2. a) Si X(w) < n, alors X(w) € {0,1,2,...,n} et XU(w) € {0,1,...,n}.
Si X(w) > n, alors U(w) = 0 et XU(w) = 0.

XU prend ses valeurs dans [0, n]
b) Ainsi E(XU) = 3. kP(XU = k) = 3 kP(X = k).
k=0 k=1

¢) U est une variable de Bernoulli et E(U) = > P(X = k). Ainsi :
k=0
E(Y,) = (z + y)E(XU) — n(z + y)E(U) + nz

= (x+y)kzZ:1kP(X: k) —n(m—i—y)kZZ:O X=k)+nz
B(Y.) = (x +3) 3 (k= mP(X = k) + n

3. a) En utilisant le résultat précédent, il vient
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E(Yi1) — B(Ya) =2 — (2 + y)P(X < n)
b) Comme X est une variable aléatoire & valeurs dans N, la suite (P(X < n)), est croissante
de limite égale & 1.

Commex>0,y>0,0na:0<L<1et:
r+y

P(X=0)=P(X<0)< ——, lim P(X<n)=1>
xr + 1y n—oo T +y

On considére alors A = {n e N / P(X < n) < %}
rrTy

T

L’ensemble A est non vide (il contient 0) et est majoré. Il contient un plus grand élément ng
qui vérifie donc :

L <PX<no+1)

P(X < < <
(X < ng) prpry

c) Pour tout n de N :
E(Yni1) ~E(Yn) =2 — (2 +y)P(X < n) = (¢ + y)(%ﬂ/ ~P(X <n)

La suite (E(Y,)), est donc croissante jusqu’au rang ng + 1, puis décroissante ; ainsi E(Y,,,+1)
maximise ’espérance du gain.
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Exercice 4.4

1. Soit n un entier supérieur ou égal & 3.
On considére la fonction f, définie sur R par : f,(x) = a"e™* — 1.

a) Etudier les variations de la fonction f, (on discutera selon la parité de n).

b) En déduire que I’équation 2™ = e® a une unique solution dans 'intervalle [0, n] (on rappelle
que e < 3). On note u, cette solution.

c) Montrer que u, > 1.
d) Etudier le sens de variation de la suite (uy),>3-
e) Montrer que la suite (u,)n>3 est convergente et déterminer sa limite.
2. Montrer que pour tout z € R%, on a : In(1 + z) = az + ba? + z%e(z), ot a et b sont deux
constantes que ’on déterminera et ¢ est une fonction qui tend vers 0 lorsque x tend vers 0.

1
3. On pose : v, = u, — 1. Montrer que v, ~ —.
[eelys)

1
4. On pose : w, = u, — 1 — —. Donner un équivalent de w,. Que vient-on de trouver pour la
n

suite (up ), ?

Solution
1. a) La fonction f,, est dérivable et f(x) = (n — z)z" le 2.
e si n est impair, la fonction f,, est croissante sur |—oo, n] et décroissante sur [n, +ool.
De plus lim f,(x) = —o0, lim f,(z)=0.
T——00 T—+00

e si n est pair, la fonction f,, est décroissante sur |—oo, 0] croissante sur [0,n], puis & nouveau
décroissante sur [n,+oo[. De plus lim f,(x) = 400, lim f,(z) =0.
r——00 r—+00

b) On a vu que la fonction f,, est continue et strictement croissante sur [0, n].
Comme f,,(0) < O0et fr(n) = (n/e)"—1 >0 (on an > 3), le théoréme des valeurs intermédiaires
permet de conclure a existence d’un unique u,, € |0, n[ tel que fp,(u,) =0
¢)Ona f,(1)=e" ! —1<0. Ainsi u,, > 1.
d) On a: foi1(u,) = ultle ™ n — 1 =y, (ulte ™) —1=u, —1>0.
La croissance stricte de la fonction f,, 41 sur le domaine utile et la définition de u, 11 permettent
de dire que up4+1 < up
e) La suite (u,) est décroissante minorée par 0 : elle converge vers une limite £. Comme

In(u,) = @, la suite (In(u,)) tend vers 0 et donc la suite (u,,) tend vers 1.
n

2. On demande ici un DL a l’ordre 2 en 0 de la fonction  — In(1 + z). Par le cours
2

In(1+2) =2 — % +o(2?)

3. Il vient : 14w, = nln(1+wv,). Comme lirf v, = 0, un simple équivalent donne : nv,, ~ 1, soit
n—-+oo
1
Vp ~ —.
n

4. On a montré par la question précédente que lirf nwy, = 0. Grace au développement limité
n—-+0oo

de la question 2, il vient :

1 1 1 1 1.2 2
wn+1+ﬁznln(wn+1+ﬁ):n(wnJrﬁ—i(wnJrﬁ) Jro((wnJr—) ))
. 1_ Lo 1y
Dot :w, +1+ —nwln—i—l 2nwn o™ wnl—i—no((wn—l—n))
2
et : nw, + 3 = nw, — inzw% — nwy, —|—0((wn + 5) )
Par suite lim n2wn:§.
n—-+4oo 2
1 3 1
On a finalement obtenu:un:1+ﬁ+2—n2+o(ﬁ)
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Exercice 4.5

On fixe un entier n supérieur ou égal & 2 et on considére ’espace vectoriel M,,(R) des matrices
carrées d’ordre n a coeflicients réels.

On note Tr : M,,(R) — R ’application trace, définie, pour tout M de M,,(R), avec M = (m; ),
par :

Tr (M) = Z M,k
k=1
Soit A et B deux matrices fixées non nulles de M, (R).

1. Montrer que 'application ¢ définie sur M, (R) par :
pour tout X € M, (R) , ¥(X) = Tr (AX)
est une application linéaire et donner la dimension de son noyau.

2. On étudie maintenant ’application ¢ définie sur M,,(R) par :
pour tout X € M, (R) , ¢(X) =X+ Tr (AX)B
Montrer que ¢ est une application linéaire différente de 'application identité.

3. Montrer que 1 est valeur propre de ¢. Donner la dimension de ’espace propre associé.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur Tr (AB) pour que ¢ soit diagonalisable.

Solution
1. La linéarité de 1 est immédiate. La dimension de son noyau se déduit de la formule du rang :
dim(Ker 9) = dim M,,(R)) — dim(Im ¢) = n? — dim(Im 1)

La seule question est de savoir si ¥ est I'application nulle. On sait que la matrice A est non
nulle. Soit a;, j, un de ses coefficients non nuls. Considérons alors la matrice X dont le seul terme
non nul est x;, ;,, ce terme valant 1.

La matrice produit AX a toutes ses colonnes nulles & I’exception de la colonne iy qui est une
copie de la colonne jo. La diagonale de AX ne contient qu’un terme non nul : a;, j,. Sa trace est
donc égale a ce réel, et elle est donc non nulle (on aurait aussi pu choisir la matrice X = A et la
trace de AX est alors la somme des carrés de tous les coefficients de A .. .).

Ainsi, ¢ n’est pas Iapplication nulle et son image est donc R tout entier. On a, finalement :

dim(Ker 1) = n? — 1.

2. La linéarité de ¢ va de soi. Si ¢ était 'application identique, le produit ¢ (X)B serait nul
pour tout X. Comme B n’est pas nulle, cela signifierait que ¥ (X) est nul pour tout X. Nous venons
de montrer que cela est faux. Ainsi :

¢ # ldpm, ®)
3. Résolvons ’équation ¢(X) = X. On a :
V(X)) =X ssi (X)B = 0 ssi (X) =0 ssi X € Ker (¢)
Cela prouve que 1 est valeur propre de ¢ et que le sous-espace propre associé n’est autre que
Ker (1)) qui est de dimension n? — 1.

4. L’application ¢ est diagonalisable si et seulement si elle posséde une autre valeur propre
(dont le sous-espace propre associé sera nécessairement de dimension 1).

Supposons donc qu’il existe une valeur propre A de ¢ différente de 1. Il existe une matrice X
non nulle telle que ¢(X) = AX. Or :

(X)) =AX ssi X =
donc X est de la forme pB avec g # 0. On a alors :
uB + Tr (AuB) = AuB ssi 1 + Tr (AB) = A
car u et B sont non nuls et, comme A est différent de 1, cela prouve que Tr (AB) # 0.

Tr (AX)

A—1 B

Réciproquement, si cette derniére condition est réalisée, on a :
¢(B) =B+ Tr(AB)B=(1+Tr(AB))B
ce qui prouve que B est vecteur propre associé a la valeur propre 1+ Tr (AB) qui est différente
de 1. Ainsi ¢ est-elle diagonalisable.



ESCP Oral B/L 2010 Mathématiques

Exercice 4.6

Un signal binaire (—1 ou 1) doit transiter par n relais (n > 1) avant d’arriver a son destinataire.
Lors de chaque relais, il y a une probabilité p pour que le signal émis vers le relais suivant soit
inversé. On suppose que les relais sont indépendants.

1. Modéliser cette expérience aléatoire par un espace de probabilité (2, 4, P), on @ = {—1,1}",
et préciser la probabilité de chaque événement élémentaire.
2. On cherche la probabilité p,, que le signal finalement transmis soit identique au signal initial.
Donner une relation de récurrence entre p,, et p,_1, et en déduire p,, en fonction de p et n.
3. On pose pour k € [0,n] :
Ep ={w=(w1,...,wy) € Q]| Card{i € [1,n]/w; = -1} = k}.
ot Card(X) désigne le nombre d’éléments de I’ensemble X supposé fini.

a) Ecrire ’événement "le signal finalement transmis est identique au signal initial" en fonction
des événements Eg, Eq, ..., E,.

b) Calculer a l'aide de la formule du binéme les sommes suivantes :

Si= % ( i )akb"_k et Sy= X ( i >akb"—k
0<k<n 0<k<n
k=2p

= k=2p+1
c¢) Retrouver alors par un raisonnement direct, ’expression de p,, en fonction de n.

d) Que se passe-t-il quand n tend vers +oo ?

Solution

1. Si on prend Q = {—1,1}", alors Q représente ’ensemble des 2" n-uplets de la forme
(w1,...,wn), ou, pour tout ¢ de [1,n], on pose

1 si le i-iéme relais transmet fidélement le message
w; =
‘ —1  sile i-iéme relais renverse le message
Les fonctionnements des relais étant indépendants, on choisit sur €2 la probabilité produit, soit :
P((w1,...,wn)) =P(w1)x - xP(wy,), avec P(1) =1 —p et P(—1) =p.

2. Notons :

A, I’événement "le i-iéme relais transmet le message initial"

B; ’événement " le i-iéme relais transmet le message transmis par le relais précédent"
On a alors, pour i € [2,n] : A; = (A;_1 NB;) U (A;,_1 N By).
Par incompatibilité de ces deux événements et par indépendance des transmissions :

pi =P(Ai) = pi-1(1 —p) +p(1 = pi—1) =p+ (1 = 2p)pia

On a également p; = P(A;) =1—p.
La suite (p;) est une suite arithmético-géométrique. On introduit le réel x solution de ’équation

x = p+ (1 —2p)x, soit x = 1/2. La suite (p; — 1/2) est alors une suite géométrique de raison 1 — 2p.
Finalement :

1 _ 1, . 14 (1—2p)»t
pn—§=(1—2p)" 1(p1—§),ze pn:%

3. a) L’événement A,, est réalisé si et seulement s’il existe un entier k pair, compris entre 0 et
n pour lequel Ej est réalisé. Soit :
A= U Ey
0<2j<n

Notons que si w € Ey, alors P(w) = p*(1 — p)"~* et que Ej, est de cardinal (Z) Par incompa-

tibilité des événements en cause :
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b) La formule du bindéme donne : S; +Ss = (a+b)" et S; — Sy = (b—a)™.
Ainsi : ) 1
S1= 5((b+ a)” 4+ (b—a)") et Sy = 5((1)—1— a)” —(b—a)")

c) En prenant a =p,b=1—p:

P(An) = %((er 1—p)"+(1—p—p)") =

1+ (1—2p)"!
2

1
d) Comme |1 —2p| < 1, il vient lim p, = 3 et pour un grand nombre de relais, il y a

li
n—-+oo
quasiment 1 chance sur 2 que le message recu soit identique au message envoyé, et 1 chance sur 2
qu’il soit contraire au message envoyé.
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Exercice 4.7

1
dt
1. Prouver l'existence de l'intégrale / et la calculer & ’aide du changement de

o 22 —2t+1
variable affine v = 2¢ — 1.

1
2. Pour tout couple (p,q) d’entiers naturels, on pose I(p,q) = / tP(1 — t)4dt.
0

a) Déterminer la limite de I(n,n) lorsque n tend vers +oo.

b) Montrer que pour tout (p,q) € N x N* :
q
I(p,q) = —L I(p+1,q—1).
(P, ) p+1(p q-1)
plg!
(p+q+1)

n
3. a) Pour tout t € [0,1] et n € N, simplifier 'expression : > 2Ft%(1 —t)*.
k=0

c¢) En déduire que pour tout (p,q) € Nx N* : I(p,q) =

n o 2k(k!)?
b) Pour tout n € N, on pose S,, = > &)

. ™
= m Montrer que nEIJ,I-loo Sn = 5

Solution
1. Le dénominateur ne s’annulant pas, l'intégrant est continu sur R et donc sur [0, 1]. Ainsi,
I'intégrale existe. Le changement de variable proposé est de classe C' et donne :

/1 dt _/1 du o
0 22 —2t+1  J_quz+1 2

1
2. a) Classiquement : Vt € [0,1],0 < ¢(1 —t) < T On en déduit :

Iin
0<I(n,n) < (Z) , d’ott (n,n) =0

lim I
n—-+oo
b) Le résultat s’obtient par intégration par parties, les fonctions en jeu étant de classe C! :

I 1 p p+1 1 q 1 I 1y
.q) = tl’l—tQt:[ l—tq} +—/t? 1—t)a-1lat
e A e R g AR
q
I(p,q) = —L I(p+1,g—1
(p,q) P LR )
c¢) On utilise la formule précédente ¢ fois :
q qg—1 2 1

= —X X ——X
p+1 p+2 p+qg—1 p+gq
donc, en multipliant numérateur et dénominateur par p! :

I(p,q) = (ppiq;)! I(p+q,0).

1
Comme I(p + ¢,0) = P on obtient le résultat demandé :
L plq! :
I(p,q) = m, valable aussi pour ¢ =0

3. a) Il s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique dont la raison, comprise entre
zéro et 1/2; est différente de 1. Ainsi :

n 1—(2t(1 —t))"+t
2ktk (1 — 1)k =
,;::O (1-1) 1—2t(1—1t)
b) On remarque que (k)° I(k, k), donc
I1 remarqu ue ! o/ = 1C :
AHE AN o) ')
n n 1 1 n
Sn =Y 2%I(k, k) = > / 2k k(1 —t)kdt:/ ST 2Rtk (1 — t)kdt
k=0 k=0J0 0 k=0

Ainsi :



ESCP Oral B/L 2010 Mathématiques

1 1
1 2t(1 — ¢))nt1
sn:/idtf/Mdt
o 1—2t+4 22 o 1—2t+2t2

La derniére intégrale tend vers zéro car elle est positive et comme on a :

1 1 1
1—2t+2t2=2(t— )2+ > =
. + ( 2) + 272
1\n 1
ellle est majorée par / 2% (5) ar = T Cela donne le résultat attendu.
0

10
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Exercice 4.8

On considére la matrice A = et ’endomorphisme f de R? qui lui est canonique-

S =N
SN =
W = =

ment associé.
1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. Cet endomorphisme est-il diago-
nalisable ?
2. a) Démontrer que les deux sous-espaces vectoriels Ker (f — Id) et Ker ((f — 31d)?) sont
supplémentaires dans R3.
b) En déduire qu’il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est :

310
T={10 3 0
0 01

3. Calculer T™ pour n entier naturel non nul. En déduire A™.

4. La matrice A est-elle inversible ? Si oui, donner I’expression de (A~1)" pour n € N*.

Solution
1. Pour déterminer les éléments propres de la matrice A (ou de ’endomorphisme f), on résout

le systéme linéaire AX = AX, avec
X="(z y =z ).1l vient :
A=2)x4+y+2=0
x4+ 2=-Ny+2=0
3=Xz=0
% La valeur A = 3 donne les vecteurs colonnes propres o ( 1 1 0 )
A=2)x+y=0
z+(2-ANy=0"
Ce systéme admet une solution non triviale si et seulement si A = 1 et les solutions sont alors
ot ( 1 -1 0 )
On remarque que la somme des dimensions des sous espaces propres est égale a4 2 et on en
déduit que f n’est pas diagonalisable.

* Si A\ # 3, alors z = 0 et le systéme devient {

2 -2 0
2. On détermine Ker (f — 3I)? en calculant : (A —30)2=| -2 2 0 |, donc Ker (f — 31)2
0o 0 0
est le plan d’équation 2z — 2y = 0, qui admet pour base la famille des deux vecteurs (1,1,0) et

(0,0,1).
Il reste & vérifier que la famille de trois vecteurs ((1,1,0),(0,0,1),(1,—1,0)) est libre, ce qui
peut se faire & l'aide de la méthode du pivot.

310

b) Dans cette base, la matrice associée a f s’écrit T=| 0 3 0

0 0 1
3 00 0 10
3. On peut écrire T=D+ N, avecD=| 0 3 0 eteN=1 0 0 O
0 0 1 0 0 0

On vérifie que D et N commutent, puis que N2 = 0. Il reste & utiliser la formule du binéme :
T"=(D+N)"= Y ( i )Dn—’ka =D" +nD"1J
k=0
(méme pour n=0oun=1)

Donc
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3" n3nl 0
™ = 0 3" 0
0 0 1
La matrice de passage de la base canonique & la nouvelle base trouvée est
1 0 1 1 1 1 0
P=( 1 0 —1 | eton trouve:P7!= 3 0 0 2
01 0 1 -1 0

Ainsi
1 341 3»—1 2n371
A"=PT"PT = | 3" -1 3" 41 2m3
0 0 2.3™

4. La matrice triangulaire & diagonale non nulle T est inversible; il en est donc de méme pour
la matrice A. On conjecture que A~" s’écrit grace a la formule précédente, en substituant —n a n.
Pour démontrer cette conjecture, il suffit de faire le calcul correspondant.
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Exercice 4.9

On considére deux urnes A et B et 4 boules : deux blanches et deux noires.

On choisit au hasard deux boules que l'on place dans 'urne A, les deuix autres étant alors
placées dans 'urne B. On effectue ensuite une suite de tirages de la facon suivante : & chaque
tirage, on extrait au hasard une boule de chaque urne, puis on les remet aprés les avoir échangées.

On note Xg le nombre de boules noires initialement dans 'urne A et pour tout n > 1, X,, le
nombre de boules noires contenues dans I'urne A a l'issue de n tirages (donc juste avant le tirage
suivant).

On note, pour tout entier n >0 : p, = P(X,, =0),¢q, =P(X,, =1) et 7, = P(X,, = 2).

1. Déterminer une matrice M de M3(R) telle que pour tout n > 1 :

Dn Pn—-1
dn =M dn—1
Tn Tn—1

2. a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice M.
b) Montrer que M est diagonalisable et déterminer une matrice D diagonale, une matrice P
de M3(R) inversible telles que M = PDP L.

3. a) En déduire que les trois suites (pn)n, (gn)n €t (r,)n sont convergentes et déterminer leur
limites respectives.

Solution

1. On applique la formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements

{X, =0),(X,, =1),(X,, =2)}, aux événements liés & X,, ;1. Soit :

P(Xnt1 =1) = Prx,—0)(Xng1 = )P(X,, = 0)4+P(x, =1y (Xny1 = 1)P(Xp = 1)++Px,=2)(Xnt1 =
)P(X, =2)

* Si X,, =0, il n’y a aucune boule noire dans A aprés le n-iéme tirage, et le tirage suivant en
ameénera une srement. Donc Px, —y(X,41 = 0) = 0.

* De méme s’il y a une boule noire dans A a l'issue du n®™¢tirage, ’événement "il n’y en a plus
au tirage suivant" est :

e cette boule a été alors tirée de A;

e et simultanément une boule blanche a été tirée de B.

1 1 1

Ainsi par indépendance, Px, —1)(Xp41 = 0) = §><§ =1

Enfin, s’il y avait deux boules noires dans A & lissue du n®"°tirage, il y en a une au tirage
suivant, donc Px —2)(X,411 =0) = 0.

1
P(Xps1 = 0) = 7P(X, = 1)

Un raisonnement identique donne :
P(ano) (Xn+1 - 1) - ].

Px,=1)(Xny1 =1) = %x% + %x% (échange des deux noires ou échange des deux blanches)
Pix,=2)Xpny1=1) =1
et Px,=0)(Xnt1 =2) = P(x,=2)(Xn+1 = 2) = 0, P(x,=1)(Xny1 = 2) = %x%
P(Xp1 = 0) = iP(Xn — 1)
On trouve ainsi : PXp41=1)=P(X, =0)+ iP(Xn =1)+PX,=2)

1
P(Xp41=2) = {P(X, =1)

La matrice M demandée est donc :
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0 1/4 0
M=|1 1/2 1
0 1/4 0

2. a) * La matrice M est de rang 2; aussi 0 est-il valeur propre et le sous espace propre associé
est de dimension 1. On constate que la premiére et la troisiéme colonne de M sont égales, ce qui
donne, si on considére ’endomorphisme de R? canoniquement associé & la matrice M, que le vecteur

1

0 est vecteur propre associé & la valeur propre 0.

-1

* On constate également que la somme des éléments de chaque colonne vaut 1. En transposant
la matrice M, cela signifie que la somme des éléments de chaque ligne de *M vaut 1. On sait alors
que cela signifie que 1 est valeur propre de M donc de M. Pour déterminer les vecteurs propres

1
associés, on résout le systéme linéaire MX = X, qui admet comme solution X = a | 4 |. Le

1
sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est de dimension 1.

* Pour trouver la derniére valeur propre il n’y a plus d’astuce au programme! On trouve (par

exemple en utilisant depuis le début la méthode du pivot) que la derniére valeur propre est A = —1/2
1
1
On résout le systéme MX = —§X et il vient X =a | —2
1

b) La matrice M admet trois valeurs propres : elle est diagonalisable dans une base de vecteurs
propres et par exemple :
M = PDP!, avec :

11 1 00 0 /2 0 -1/2
p=| 0 4 -2 |, Db=|01 o0 |,pt={1/6 1/6 1/6
-1 1 1 00 —1/2 1/3 —1/4 1/3

3. a) Une récurrence immédiate donne pour tout n de N* :

Pn Dbo Do
gn | =M"| q@ | =PD"P7'| g
Tn To To
Ce qui donne :
a + ( _ l)né
6 27 6
Zn _| 2 + 1)”—19
" 3 27 6
n @byt
6 276

avec a =pg+qo+10=1¢et b=2py— qo + 219.
Ainsi, lorsque n tend vers +oo, il vient :

i . _2 3
notse ™ T G e T T 3 o e " T 6

Remarque : il est logique de trouver p,, = r,, car les boules blanches et noires jouent des roles
symétriques. Ainsi, pour tout entier n, on a P(X,, = 0) = P(X,, = 2), en échangeant les roles des
couleurs des boules.
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