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OPTION B/L

Exercice 4.1.
Soit α réel et n un entier naturel non nul. On considère l’équation suivante :

xn + nαx− 1 = 0.
1. Montrer que cette équation admet une unique racine positive, qu’on note
xn.

2. Étudier la convergence de la suite (xn)n≥1 lorsque α ≥ 0.

3. On suppose que α > 0.
a) Déterminer un équivalent de xn quand n tend vers +∞.
b) Étudier la convergence des séries suivantes :

∑
xn,

∑
ln(xn),

∑
ln(1 + xβ

n) (avec β ∈ R),
∑(

xn − 1
nα

)

Solution :

1. Notons fn la fonction définie sur R+ par : fn(x) = xn + nαx− 1.
La fonction fn est clairement strictement croissante sur R+ (par exemple
parce que fn est dérivable de dérivée f ′n(x) = nxn−1 + nα > 0) et telle que
fn(0) = −1, fn(1) = nα > 0).
Par conséquent fn s’annule une fois et une seule sur R+ et on peut même
préciser que l’unique solution xn vérifie 0 < xn < 1.
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2. ? Si α > 0, on écrit 0 < xn = 1− xn
n

nα < 1
nα , et comme pour α > 0,

lim
n→∞

1
nα = 0, il vient, par encadrement :

α > 0 =⇒ lim
n→∞

xn = 0

? Pour α = 0, on a fn(x) = xn
n + xn − 1.

Soit alors ε > 0 tel que ε < 1, on peut écrire : fn(1− ε) = (1− ε)n − ε −→
n→∞−ε < 0.

Ainsi pour n assez grand, fn(1 − ε) < 0 et fn(xn) = 0 joint à la croissance
de fn montrent que xn > 1− ε.
Ainsi : ∀ ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, 1− ε < xn < 1, ce qui prouve que :

α = 0 =⇒ lim
n→∞

xn = 1

3. a) Pour α > 0, on a : xn = 1− xn
n

nα et comme xn −→
n→∞

0, on a a fortiori
xn

n −→
n→∞

0 donc 1− xn
n −→

n→∞
1 et

xn ∼
(n→∞)

1
nα

b) ? L’équivalent précédent donne, par la règle de Riemann :∑
xn converge ⇐⇒ α > 1

? Comme lim
n→∞

xn = 0, on a lim
n→∞

ln(xn) = −∞ et :
∑

ln(xn) diverge très grossièrement

? • Si β 6 0, xβ
n ne tend pas vers 0, donc ln(1 + xβ

n) non plus et :
β 6 0 =⇒ ∑

ln(1 + xβ
n) diverge grossièrement

• Si β > 0, xβ
n tend vers 0 et ln(1+xβ

n) ∼
(n→∞)

xβ
n ∼

(n→∞)

1
nαβ et, à nouveau

par la règle de Riemann :
β > 0 =⇒ ∑

ln(1 + xβ
n) converge ⇐⇒ αβ > 1

? xn = 1− xn
n

nα , donc xn < 1
nα et 0 < 1

nα − xn = xn
n

nα 6 xn
n < 1

nαn

Or, pour n assez grand, αn > 2 et donc, à partir d’un certain rang :
0 < 1

nα − xn < 1
n2 et par la règle de Riemann :

α > 0 =⇒ ∑
( 1
nα − xn) converge et

∑
(xn − 1

nα ) aussi

Exercice 4.2.

Soit a un réel fixé. Soit f la fonction définie sur R par :
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f(x) =
{

e−(x−a) si x > a
0 si x ≤ a

1. Vérifier que f définit une densité de probabilité. Soit X une variable
aléatoire réelle de densité f .

2. Calculer l’espérance de X.

3. On désigne par F la fonction de répartition de X. Déterminer un réel m
tel que F (m) = 1/2.

4. Soit X1, X2, . . . , Xn, n variables aléatoires indépendantes et de même loi
que X. On pose Y = inf(X1, X2, . . . , Xn).

a) Déterminer la loi de probabilité de Y .
b) Déterminer l’espérance et la variance de Y .

Solution :

1. La fonction f est positive sur R, continue sur R\{a}, et admet en ce point
une limite à gauche et une limite à droite.
De plus pour A > a, on a :∫ A

−∞
f(x) dx =

∫ A

a

e−(x−a) dx =
[
− e−(x−a)

]A

a
= 1− e−(A−a) −→

A→+∞
1

Ainsi f possède toutes les propriétés requises pour être une densité de
probabilité.

2. Toujours pour A > a, on a :∫ A

−∞
xf(x) dx =

∫ A

a

x.e−(x−a) dx =
[
− x.e−(x−a)

]A

a
+

∫ A

a

e−(x−a) dx

= a + 1− e−(A−a) −→
A→+∞

a + 1

Ainsi l’intégrale
∫ +∞

−∞
xf(x) dx converge (absolument), donc X admet une

espérance, avec :
E(X) = a + 1

(on aurait pu se contenter de remarquer que X − a suit la loi exponentielle
de paramètre 1)

3. On a vu au cours de la question 1. que la fonction de répartition F de X
est définie par :
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F (x) =
{

0 si x 6 a
1− e−(x−a) si x ≥ a

Par conséquent : F (x) = 1
2 ⇐⇒ e−(x−a) = 1

2 et :
m = a + ln 2

4. a) Y prend encore ses valeurs dans [a,+∞[ et pour x ≥ a :

1− FY (x) = P (Y > x) = P ((X1 > x) ∩ · · · ∩ (Xn > x))

Les variables Xk étant indépendantes et suivant toutes la loi de X, il vient
donc :

1− FY (x) = [P (X > x)]n = [e−(x−a)]n = e−n(x−a).

Donc FY (x) = 1− e−n(x−a) et Y est une variable à densité, dont une densité
fY est définie par :

fY (x) =
{

0 si x < a
n.e−n(x−a) si x ≥ a

b) Les convergences étant claires, on a :

? E(Y ) =
∫ +∞

a

nx.e−n(x−a) dx =
[−x.e−n(x−a)

]+∞
a

+
∫ +∞

a

e−n(x−a) dx

soit :
E(Y ) = a +

[− 1
n

e−n(x−a)
]+∞
a

= a + 1
n

? E(Y 2) =
∫ +∞

a

nx2.e−n(x−a) dx =
[−x2.e−n(x−a)

]+∞
a

+2
∫ +∞

a

x.e−n(x−a) dx

Ainsi : E(Y 2) = a2 + 2
n

E(Y ) = a2 + 2a
n

+ 2
n2 , puis :

V (Y ) = E(Y 2)− [E(Y )]2 = 1
n2

(on aurait aussi pu se contenter de dire que la variable aléatoire Y − a suit
la loi exponentielle de paramètre n)

Exercice 4.3.

On considère la suite (un) définie par :

u0 = 1,∀n ∈ N, un+1 = ln(1 + un)

1. Montrer que la suite (un) est convergente. Quelle est la limite de cette
suite ?

2. a) Montrer que, pour tout n de N, on a : un ≥ 1
n + 1 ·
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b) Pour tout n de N∗, on pose Sn = u1 + u2 + · · · + un. Montrer que la
quantité S2n−Sn ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Que peut-on
en déduire pour la suite (Sn) ?

3. a) Montrer que, pour tout x ≥ 1 on a : ln
(
1 + 3

x

)
< 3

x + 1 et en déduire

que, pour n ≥ 1, on a : un 6 3
n + 1 ·

b) Vérifier que, pour n ≥ 2, 1
n2 6 1

n− 1 −
1
n
· En déduire que la suite (σn)

définie pour n ≥ 1 par : σn = u2
1 + u2

2 + · · ·+ u2
n est convergente.

4. a) Pour n ∈ N, on pose vn = 1
un

. Montrer que lim
n→∞

(vn+1 − vn) = 1
2 .

b) Montrer que lim
n→∞

vn
n

= 1
2 et retrouver ainsi la convergence de la suite

(σn).

Solution :

1. La suite est à termes positifs (récurrence simple) et comme ln(1 + x) 6 x,
avec égalité seulement pour x = 0, la suite est décroissante.
Ainsi cette suite converge et sa limite est le seul point fixe de f , à savoir 0 :

lim
n→∞

un = 0

2. a) La propriété demandée est vraie au rang 0 et si on suppose qu’elle est
vraie à un certain rang n− 1, alors :

un = ln(1 + un−1) ≥ ln(1 + 1
n

) = ln(n + 1)− ln n =
∫ n+1

n

dt
t
≥ 1

n + 1
Ce qui prouve que la propriété est encore vraie au rang n et donne la
conclusion par le principe de récurrence.

b) Ainsi :
S2n − Sn = un+1 + un+2 + · · ·+ u2n ≥ 1

n + 2 + 1
n + 3 + · · ·+ 1

2n + 1
≥ n× 1

2n + 1
Le minorant exhibé a pour limite 1/2 lorsque n tend vers l’infini. Il est donc
impossible d’avoir lim

n→∞
(S2n − Sn) = 0 et la suite (Sn) ne peut converger.

Comme cette suite est croissante, on peut préciser :
lim

n→∞
Sn = +∞

3. a) ? ϕ : x 7→ ln(1 + 3
x

)− 3
x + 1 est dérivable sur [1,+∞[ telle que :
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ϕ′(x) =
− 3

x2

1 + 3
x

+ 3
(x + 1)2

= 3(x− 1)
x(x + 3)(x + 1)2

≥ 0

La fonction ϕ est donc (strictement) croissante sur [1, +∞[ et comme elle est
de limite nulle en +∞, elle est strictement négative sur [1,+∞[.

? On a u1 = ln 2 ' 0,6931 6 3
2 , et si on suppose la propriété vraie pour un

certain rang n− 1, alors :
un = ln(1 + un−1) 6 ln(1 + 3

n
) < 3

n + 1
On conclut encore par le principe de récurrence.

b) 1
n2 < 1

n(n− 1)
= 1

n− 1 −
1
n

, et alors :

σn 6 9
( 1
22 + 1

32 + · · ·+ 1
(n + 1)2

)
6 9

n∑
k=1

(1
k
− 1

k + 1)

6 9
(
1− 1

n + 1
)

6 9

La suite (σn) qui est croissante, est majorée, donc est convergente.

4. a) vn+1 − vn = 1
ln(1 + un)

− 1
un

= un − ln(1 + un)
un ln(1 + un)

et comme un a pour

limite 0 un développement limité du logarithme donne :

vn+1 − vn = un − un + u2
n/2 + o(u2

n)
un(un + o(un))

= 1
2 + o(1)

soit :
lim

n→∞
(vn+1 − vn) = 1

2
b) L’exercice classique de Cesàro montre, par retour aux 〈〈epsilon 〉〉 que si

une suite w converge vers 0, alors lim
n→∞

w0 + w1 + · · ·+ wn−1

n
= 0.

On a ici wn = vn+1 − vn − 1
2 −→

n→∞
0, donc

vn − v0 − n
2

n
−→

n→∞
0, soit :

lim
n→∞

vn
n

= 1
2, i.e. vn ∼ n

2
Par conséquent un ∼ 2

n
et u2

n ∼ 4
n2 , qui est le terme général d’une série à

termes positifs convergente. La conclusion résulte de la règle d’équivalence.

Exercice 4.4.

Soit n un entier supérieur ou égal à 3. On note B = (e1, . . . , en) la base
canonique de Rn et f l’endomorphisme de Rn dont la matrice associée dans
la base B est N définie par :
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N =




1 0 · · · 0 1

1 1
. . .

... 1
... 0

. . . 0
...

1
...

. . . 1 1
1 0 · · · 0 1




(la lettre utilisée montre la formation de cette matrice . . . )

1. Déterminer le rang de N puis celui de N − I. En déduire que 0 et 1 sont
des valeurs propres de N .
2. Déterminer une base de Im(f).

3. Montrer que la restriction de f à Im(f) induit un endomorphisme f̃ de
Im(f). Quelle est la matrice de f̃ dans la base trouvée dans la question
précédente ?
4. En déduire que 2 est une valeur propre de f , puis déterminer un vecteur
propre associé.
5. En déduire que N est diagonalisable.

Solution :

1. ? Les n− 1 premières colonnes de N forment une famille échelonnée, donc
libre, tandis que la dernière colonne est égale à la première, donc :

rg(N) = n− 1
? La première et la dernière colonne de N − I forment une famille libre
(positions des 0), tandis que toutes les autres sont nulles, donc :

rg(N − I) = 2
N et N − I ne sont pas inversibles, donc 0 et 1 sont valeurs propres de N .

2. Soit s = e1 + e2 + · · ·+ en, en regardant encore les colonnes de N , on voit
que la famille C = (s, e2, . . . , en−1) est une famille libre qui engendre Im f ,
donc est une base de cet espace.

3. On a f(Im f) ⊂ Im f , donc la restriction de f à Im f induit un endomor-
phisme f̃ de Im f .
On a :

f̃(e2) = f(e2) = e2, f̃(e3) = e3, . . . , f̃(en−1) = en−1,
f̃(s) = f(e1) + f(e2) + · · ·+ f(en−1) + f(en) = s + e2 + · · ·+ en−1 + s

Donc : f̃(s) = 2s + e2 + · · ·+ en−1 et :
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Ñ = MC(f̃) =




2 0 0 . . . 0

1 1 0
. . . 0

... 0 1
. . . 0

1
...

. . . 1 0
1 0 . . . 0 1




4. Ñ est trigonale supérieure, donc ses valeurs propres sont en évidence et
2 ∈ Spec(f̃), ainsi il existe x non nul dans Im f , tel que f(x) = f̃(x) = 2x,
et :

2 est valeur propre de f .
Toujours en regardant Ñ , on voit que :

f(s + e2 + · · ·+ en−1) = f̃(s + e2 + · · ·+ en−1) = 2(s + e2 + · · ·+ en−1)

5. Faisons le bilan :
→ 1 est valeur propre de N et dim E(1)(N) = n− rg(N − I) = n− 2 ;
→ 0 est valeur propre de N et dim E(0)(N) = dim Ker N = 1 ;
→ 2 est valeur propre de N et dim E(2)(N) ≥ 1.
Ainsi, comme des sous-espaces propres sont toujours en somme directe,
dim E(2)(N) vaut nécessairement 1 et la somme des dimensions des sous-
espaces propres vaut n, soit :

N est diagonalisable.

Exercice 4.5.
Soit k un entier naturel tel que k ≥ 2.

Soit Q le polynôme défini par

Q(X) =
k−1∑
n=1

( k−1∑
j=n

( j − 1
n− 1

))
Xn

1. a) Montrer que Q(X) = (1−X)k−1 − 1.

b) En déduire la valeur de
k−1∑
j=n

( j − 1
n− 1

)
.

2. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles, définies sur le même
espace probabilisé, indépendantes et de même loi géométrique de paramètre
p ∈ ]0, 1[.

Pour tout entier naturel n ≥ 1, on pose Sn =
n∑

k=1

Xk.

a) Déterminer la loi de S2 et la loi de S3.
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b) Déterminer par récurrence la loi de Sn.
c) Calculer les probabilités suivantes :

P (X1 = X2), P (X1 < X2), P (X1 > X2).

Solution :

1. a) On a
k−1∑
n=1

k−1∑
j=n

. . . =
∑

1≤n≤j≤k−1

. . . =
k−1∑
j=1

j∑
n=1

. . ., donc pour tout x réel

non nul :

Q(x) =
k−1∑
j=1

j∑
n=1

( j − 1
n− 1

)
xn = x

k−1∑
j=1

j−1∑
p=0

(j − 1
p

)
xp

Q(x) = x
k−1∑
j=1

(1 + x)j−1 = x
1− (1 + x)k−1

1− (1 + x)
= (1 + x)k−1 − 1

Q et (1 + X)k−1 − 1 concident en une infinité de points, donc sont égaux :
Q(X) = (1 + X)k−1 − 1

b) Or (1 + X)k−1 − 1 =
k−1∑
j=1

(
k − 1

j

)
Xj , donc en comparant avec la forme

initiale :
k−1∑
j=n

( j − 1
n− 1

)
=

(
k − 1

n

)
(formule de Pascal itérée)

2. a) ? S2(Ω) = [[2, +∞[[ et pour k ≥ 2, (S2 = k) =
k−1⋃
j=1

((X1 = j) ∩ (X2 =

k − j))
d’où, par indépendance :

P (S2 = k) =
k−1∑
j=1

P (X1 = j)P (X2 = k − j) =
k−1∑
j=1

pqj−1pqk−j−1

P (S2 = k) =
k−1∑
j=1

p2qk−2 = (k − 1)p2qk−2

? De même S3(Ω) = [[3, +∞[[ et pour k ≥ 3, comme X3 est indépendante de
S2 = X1 + X2 :

P (S3 = k) =
k−1∑
j=2

P ((S2 = j) ∩ (X3 = k − j)) =
k−1∑
j=2

(j − 1)p2qj−2pqk−j−1

=
k−1∑
j=2

(j − 1)p3qk−3 = p3qk−3× (k − 2)(k − 1)
2
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b) On a : P (S2 = k) =
(

k − 1
1

)
p2qk−2 et P (S3 = k) =

(
k − 2

2

)
p3qk−3.

On peut donc penser que l’on a :

P (Sn = k) =
(

k − 1
n− 1

)
pnqk−n, pour n ≥ 2 et k ≥ n.

Cette formule est aussi valide pour n = 1 et si on la suppose vraie pour un
rang n, on peut écrire, pour k ≥ n + 1 :

P (Sn+1 = k) =
k−1∑
j=1

( j − 1
n− 1

)
pnqj−npqk−j−1 = pn+1qk−(n+1)

k−1∑
j=1

( j − 1
n− 1

)

=
(

k − 1
n

)
pn+1qk−(n+1)

Ce qui prouve que la formule est encore valide au rang n+1. On conclut par
le principe de récurrence.

c) ? P (X1 = X2) =
∞∑

i=1

P (X1 = i)P (X2 = i) =
∞∑

i=1

p2(q2)i−1, avec

q = 1− p, donc :

P (X1 = X2) = p2

1− q2 = p
1 + q

= p
2− p

Par symétrie P (X1 < X2) = P (X2 < X1) et comme le tour des possibles est
fait :

P (X1 < X2) = P (X2 < X1) = 1
2(1− P (X1 = X2)) = q

2− p

Exercice 4.6.

Soit n un entier supérieur ou égal à 2, et X1, X2, . . . , Xn des variables
aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [a, b], avec a < b.

1. a) Soit Sn = sup(X1, X2, . . . , Xn). Déterminer la fonction de répartition de
Sn, puis une densité de cette variable aléatoire. Calculer l’espérance E(Sn)
de Sn.

b) Montrer que la variance V (Sn) de Sn est égale à n(b− a)2

(n + 2)(n + 1)2
.

(On pourra utiliser une variable aléatoire U de densité égale à nxn−1 sur
[0, 1[ et nulle ailleurs, ainsi que la variable aléatoire a + (b− a)U).
Sn est-il un estimateur sans biais de b ?

2. On pose In = inf(X1, X2, . . . , Xn). Déterminer l’espérance de In et sa
limite quand n tend vers +∞. On admettra que V (Sn) = V (In).
In est-il un estimateur sans biais de a ?
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3. Exprimer a et b en fonction de E(Sn) et E(In) ; en déduire des estimateurs
sans biais de a et b.

Solution :

1. a) Sn prend ses valeurs entre a et b et pour x ∈ [a, b], on a par
indépendance :

FSn
(x) = P (Sn 6 x) = P ((X1 6 x) ∩ · · · ∩ (Xn 6 x))

= P (X1 6 x)× · · ·×P (Xn 6 x) = FX(x)n

où FX désigne la fonction de répartition d’une variable suivant la loi uniforme
sur le segment [a, b].
Ainsi :

∀x ∈ [a, b], FSn
(x) =

(x− a
b− a

)n

Par dérivation, on peut choisir pour densité fSn
de Sn, la fonction définie

par :

fSn(x) =
{ n

b− a

(x− a
b− a

)n−1 si a 6 x 6 b

0 sinon
Comme x = x− a + a, on peut écrire :

E(Sn) =
∫ b

a

xfSn(x) dx = n
(b− a)n

∫ b

a

((x− a)n + a(x− a)n−1) dx

= n
(b− a)n

( 1
n + 1(b− a)n+1 + a

n
(b− a)n

)

E(Sn) = a + n
n + 1(b− a) = a + nb

n + 1
(on aurait pu calculer directement E(Sn − a)).

b) De même :

E((Sn − a)2) = n
(b− a)n

∫ b

a

(x− a)2(x− a)n−1dx = n
n + 2(b− a)2

Donc :
V (Sn) = V (Sn−a) = E((Sn−a)2)−E(Sn−a)2 =

[ n
n + 2−

( n
n + 1

)2](b−a)2

Soit :
V (Sn) = n

(n + 2)(n + 1)2
(b− a)2

On a E(Sn) 6= b, mais E(Sn) −→
n→∞

b et V (Sn) −→
n→∞

0, donc la suite (Sn) est
asymptotiquement sans biais et convergente.

2. In prend aussi ses valeurs entre a et b et pour x ∈ [a, b], on a :
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1− FIn(x) = P (In > x) = P ((X1 > x) ∩ · · · ∩ (Xn > x))

= [P (X > x)]n = [1− FX(x)]n =
(
1− x− a

b− a

)n

Donc :
FIn(x) = 1− (b− x

b− a

)n

une densité sur [a, b] de In est donc :
fIn

(x) = n
b− a

(b− x
b− a

)n−1

Ainsi E(b− In) = n
(b− a)n

∫ b

a

(b− x)n dx = n
n + 1(b− a), et :

E(In) = b− n
n + 1(b− a) = b + na

n + 1
(On aurait pu considérer les variables −X1,−X2, . . . ,−Xn qui suivent la loi
uniforme sur [−b,−a] et sont indépendantes et remarquer que inf(X1, . . . , Xn)
n’est autre que − sup(−X1, . . . ,−Xn), . . . ).

On a E(In) 6= a, mais E(In) a pour limite a, tandis que V (In) est de limite
nulle. Ainsi la suite (In) est asymptotiquement sans biais et convergente.

3. Des calculs simples donnent :

a = n.E(In)− E(Sn)
n− 1 et b = n.E(Sn)− E(In)

n− 1

Ainsi nIn − Sn
n− 1 et nSn − In

n− 1 sont des estimateurs sans biais respectifs de a

et b.

Exercice 4.7.

Pour tout n ∈ N∗ et x réel, on pose fn(x) = 1
(1 + x2)n

1. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

−∞
fn(x)ndx est convergente.

On pose alors : In =
∫ +∞

−∞
fn(x) ndx.

2. Déterminer une relation de récurrence entre In+1 et In. En déduire
l’expression de In en fonction de n.

3. Montrer qu’il existe un réel kn, que l’on déterminera, tel que ϕn = knfn

soit une densité de probabilité.
On note Xn une variable aléatoire admettant ϕn comme densité.
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4. Pour quelles valeurs de n, Xn admet-elle une espérance ? Calculer alors
cette espérance.

5. Pour quelles valeurs de n, Xn admet-elle une variance ? Calculer alors cette
variance.

Solution :

1. La fonction fn est continue sur R et lim
x→±∞

|x|3/2fn(x) = 0. Deux appli-

cations de la règle de Riemann montrent que
∫ 0

−∞
fn(x) dx et

∫ +∞

0

fn(x) dx

convergent et on conclut par application de la relation de Chasles.

Notons d’ailleurs que par parité on a In = 2
∫ +∞

0

fn(x) dx.

2. u(t) = 1
(1 + t2)n =⇒ u′(t) = − 2nt

(1 + t2)n+1 , v′(t) = 1 ⇐= v(t) = t.

On a lim
t→−∞

u(t)v(t) = 0 et lim
t→+∞

u(t)v(t) = 0, ce qui permet de procéder à

cette intégration par parties directement avec les bornes infinies, d’où :

In = 2n

∫ +∞

−∞
t2

(1 + t2)n+1 dt = 2n

∫ +∞

−∞
1 + t2 − 1
(1 + t2)n+1 dt = 2n(In − In+1)

On a donc In+1 = 2n− 1
2n

In et, en redescendant :

In+1 = 2n− 1
2n

×2n− 3
2n− 2× . . .×1

2 I1

Or I1 =
∫ +∞

−∞
dt

1 + t2
=

[
Arc tan t

]→+∞
→−∞ = π, donc en remplaant et en

achevant le calcul, en multipliant haut et bas par 2n×(2n− 2)× . . .×(2) :

∀n ∈ N∗, In+1 = (2n)!
(2nn!)2

π

3. fn est positive, continue sur R d’intégrale sur R convergente valant In.
Ainsi pour kn = 1

In
, la fonction ϕn = 1

In
fn vérifie les conditions exigées pour

être une densité de probabilité.

4. Sous réserve de convergence, on a E(Xn) = kn

∫ +∞

−∞
t.fn(t) dt.
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La règle de Riemann assure que
∫ +∞

0

tfn(t) dt converge si et seulement si

n ≥ 2, et dans ce cas, (par imparité), l’intégrale
∫ 0

−∞
tfn(t) dt est également

(absolument) convergente.
L’utilisation de l’imparité donne alors la nullité de l’intégrale sur R, soit :

∀n ≥ 2, E(Xn) existe et vaut 0

5. Pour que la variance existe, il faut déjà que l’espérance existe. On suppose
donc n ≥ 2 et comme l’espérance est nulle, on a sous réserve de convergence :

V (Xn) = E(X2
n) = kn

∫ +∞

−∞
t2

(1 + t2)n dt = kn

∫ +∞

−∞
1 + t2 − 1
(1 + t2)n dt

Donc la variance existe bien, avec :

V (Xn) = kn(In−1 − In) = 1
In

(In−1 − In) = In−1

In
− 1 = 2n− 2

2n− 3 − 1

∀n ≥ 2, V (Xn) = 1
2n− 3

Exercice 4.8.

Pour t ∈ R∗+ et x ∈ R∗, on pose : g(t, x) = x√
t(1 + tx2)

, et un(x) = g(n, x).

1. Étudier la convergence de la série de terme général un(x).

Pour les x réels pour lesquels cette série converge, on pose :

S(x) =
+∞∑
n=1

un(x)

2. On pose maintenant, pour x > 0,

I1(x) =
∫ +∞

1

g(t, x) dt et I2(x) =
∫ +∞

0

g(t, x) dt.

Montrer que ces deux intégrales sont convergentes puis calculer leur valeur.

3. Montrer que I1(x) ≤ S(x) ≤ I2(x) et en déduire lim
x→0

S(x).

Solution :

1. Le réel un(x) = x√
n(1 + nx2)

est positif pour x > 0 (et négatif pour

x < 0).
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De plus, lorsque n tend vers +∞, on a : un(x) ∼ 1
x.n3/2

, ce qui entrâıne la

convergence de la série
∑

un(x) (règle de Riemann).

2. On a I1(x) = x

∫ +∞

1

dt√
t(1 + tx2)

. Cette intégrale est impropre en +∞.

Comme, au voisinage de +∞, on a : 1√
t(1 + tx2)

∼ 1
x2.t3/2 , la règle de

Riemann prouve encore que l’intégrale définissant I1(x) est convergente.

De même I2(x) = x

∫ +∞

0

dt√
t(1 + tx2)

est impropre en 0 et +∞.

→ Le problème pour la borne infinie a été réglé ci-dessus.
→ Au voisinage de 0, on a :

1√
t(1 + tx2)

∼ 1√
t

et la règle de Rieman montre que l’intégrale définissant I2(x) est aussi
convergente pour la borne 0. On conclut par application de la formule de
Chasles.
Pour calculer I1(x), on pose, pour a > 1 :

I1(x, a) = x

∫ a

1

dt√
t(1 + tx2)

Le changement de variable u = x
√

t de classe C1 sur [1, a] permet d’obtenir :

I1(x, a) = 2
∫ x

√
a

x

du
1 + u2 = 2(arctan(x

√
a)− arctanx)

puis, en faisant tendre a vers +∞, il vient :
I1(x) = 2

(π
2 − arctanx

)

On remarque que I2(x) = I1(x) +
∫ 1

0

xdt√
t(1 + tx2)

.

Soit b ∈]0, 1]. On a :∫ 1

b

xdt√
t(1 + tx2)

= 2
∫ x

x
√

b

du
1 + u2 = 2(arctanx− arctanx

√
b)

On fait tendre ensuite b vers 0 et il vient :∫ 1

0

xdt√
t(1 + tx2)

= 2 arctan x et I2(x) = π

3. Pour tout x > 0, t 7−→ g(t, x) est décroissante sur R+. Donc si t ∈ [n, n+1],
on a :
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un+1(x) ≤ g(t, x) ≤ un(x), soit un+1(x) ≤
∫ n+1

n

g(t, x) dt ≤ un(x)

puis en sommant ces inégalités pour n ≥ 1 :
S(x)− u1(x) ≤ I1(x) ≤ S(x).

Or u1(x) ≤
∫ 1

0

g(t, x) dt. Donc I1(x) ≤ S(x) ≤ I2(x). Il reste à prendre la

limite pour x → 0+ pour obtenir :
lim

x→0+
S(x) = π.

Exercice 4.9.

Soit n un entier supérieur ou égal à 3. On considère l’espace vectoriel Rn

rapporté à sa base canonique (e1, . . . , en).

Soit u l’endomorphisme de Rn défini par :

→ pour tout i de [[2, n− 1]], u(ei) = en ;
→ u(e1) = u(en) = e1 + e2 + · · ·+ en.

1. a) Déterminer le rang de u, ainsi qu’une base B de Im u.

b) En déduire que 0 est valeur propre de u. Déterminer la dimension du
sous-espace propre associé à la valeur propre 0 ainsi qu’une base de ce sous-
espace.

2. On note ũ la restriction de u à Im u.

a) Montrer que Im(u2) ⊂ Im u.

b) En déduire que ũ peut être considéré comme un endomorphisme de
Im u.

c) Ecrire la matrice de ũ relativement à la base B.

3. a) Soit λ une valeur propre non nulle de u et x un vecteur propre associé
à λ. Montrer que x appartient à Imu.

b) En déduire les valeurs propres de u. L’endomorphisme u est-il diagonal-
isable ?

Solution :

1. a) Immédiatement :

Im u = Vect(u(e1), . . . , u(en)) = Vect(u(e2), u(e1)) = Vect
( n∑

i=1

ei, en

)
.
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Ces deux derniers vecteurs forment une famille libre. C’est donc une base de
l’image de u et u est de rang 2.

b) Par le théorème du rang, le noyau Keru est de dimension n− 2.
Ainsi 0 est valeur propre de u (car Ker u 6= {0}) et par définition de u, les
équations u(e2) = u(e3) = · · · = u(en−1), u(e1) = u(en), entrâınent que les
(n − 2) vecteurs (e2 − e3, e2 − e4, . . . , e2,−en−1, e1 − en) sont dans le noyau
de u.
On vérifie aisément, par échelonnement, qu’ils forment une famille libre. C’est
donc une base de Ker u.

2. a) Pour tout x de Rn, u2(x) = u(u(x)) ∈ Im u. Donc Im(u2) ⊆ Im(u).
b) Par définition ũ : Im u → Im(u2) ⊆ Im(u). Comme ũ est linéaire, on

peut considérer que ũ ∈ L(Im u).
c) Dans la base B trouvée dans la question 1, on a :

ũ
( n∑

i=1

ei

)
=

n∑
i=1

u(ei) = 2
n∑

i=1

ei + (n− 2)en

et
ũ(en) =

n∑
i=1

ei

La matrice demandée est donc : Ũ =
(

2 1
n− 2 0

)

3. a) On sait que u(x) = λx et λ 6= 0, d’où x = u(x)
λ

∈ Im(u). Donc on a
ũ(x) = λx.

b) En écrivant x sous la forme α
n∑

i=1

ei + βen, puis X =
(

α
β

)
, le système

ŨX = λX donne {
(2− λ)α + β = 0
(n− 2)α− λβ = 0

L’hypothèse α = 0 entrâıne que β = 0, donc x = 0, ce qui est exclu.
Ainsi, comme α 6= 0, λ vérifie la relation λ2− 2λ−n + 2 = 0. Cette équation
ayant deux racines distinctes, il vient :
• λ = 1 +

√
n− 1, d’où α = 1 − √n + 1, β = n − 2. Le sous-espace propre

associé est de dimension 1.
• λ = 1 − √n− 1, d’où α = 1 +

√
n + 1, β = n − 2. Le sous-espace propre

associé est de dimension 1.
En conclusion, l’endomorphisme u est diagonalisable puisque la somme des
dimensions des sous-espaces propres est égale à n.
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Exercice 4.10.

Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans cet exercice sont sup-
posées définies sur un espace probabilisé (Ω,A, P ).

1. Montrer que la fonction g définie sur R par g(x) = 1
2 e−|x| est une densité

de probabilité.
On note Y une variable aléatoire admettant g pour densité.

2. Déterminer la fonction de répartition G de Y .

3. Soit a réel appartenant à [1/2, 1] et soit fa la fonction définie par :

fa(x) =
{

2(1− a)g(x) si x < 0
2ag(x) si x ≥ 0

a) Montrer que fa est une densité de probabilité sur R.
Soit Xa une variable aléatoire de densité fa.

b) Déterminer la fonction de répartition Fa de Xa.
c) Montrer que la variable aléatoire Ya = |Xa| est une variable aléatoire à

densité, dont la loi de probabilité est indépendante de a. Reconnâıtre cette
loi.

4. On note Za = bXac la partie entière de Ya.
a) Déterminer Za(Ω).
b) Déterminer la loi de Za. Calculer son espérance et sa variance.

Solution :

1. La fonction g est continue sur R, positive et, clairement :∫ +∞

−∞
g(x) dx = 1

2

∫ 0

−∞
ex dx + 1

2

∫ +∞

0

e−x dx = 1

2. Pour tout x réel, G(x) = P (Y ≤ x) =
∫ x

−∞
g(t) dt.

D’où, en distinguant selon le signe de x :

G(x) =





ex

2 si x < 0

1− e−x

2 si x ≥ 0

3. a) On a :
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fa(x) =
{

(1− a)ex si x < 0
a.e−x si x ≥ 0

Comme a ∈ ]0, 1[, la fonction fa est clairement positive. Elle est continue sur
R∗ et∫ +∞

−∞
fa(x) dx = (1− a)

∫ 0

−∞
ex dx + a

∫ +∞

0

e−x dx = 1
2(1− a) + 1

2 a = 1

b) Pour tout x réel, Fa(x) = P (Xa ≤ x). Donc

• si x < 0, Fa(x) =
∫ x

−∞
(1− a)et dt = (1− a)ex.

• si x ≥ 0, Fa(x) =
∫ 0

−∞
(1− a)et dt +

∫ x

0

a.e−t dt = 1− a.e−x.

c) Ainsi, pour tout réel x :

P (Ya ≤ x) = P (|Xa| ≤ x) =
{

0 si x < 0
Fa(x)− Fa(−x) = 1− e−x si x ≥ 0

La variable aléatoire Ya suit une loi exponentielle de paramètre 1.

4. a) On a Za(Ω) = N.

b) Pour tout k de N :
P (Za = k) = P (bYac = k) = P (k ≤ Ya < k + 1) = e−k − e−(k+1)

=
(
1− 1

e
)
e−k

Donc Za + 1 suit une loi géométrique de paramètre (1− 1/e), et :

E(Za) = 1
e− 1 et V (Za) = e

(e− 1)2
.

Exercice 4.11.

1. Pour n entier tel que n ≥ 2, on pose

fn(x) =
{

ex si x ≤ −n
ex − (

1 + x
n

)n si x > −n

Étudier les variations de la fonction fn.

2. a) Montrer que fn admet un maximum en un point noté xn qui appartient
à l’intervalle ]−n, 0[.

b) En étudiant la fonction ϕn définie sur [−n, 0] par :
ϕn(x) = x

n− 1 − ln
(
1 + x

n

)

montrer que xn ∈ ]−2,−1[.
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3. Déterminer la limite éventuelle de la suite (xn)n≥2.

Solution :

1. a) ? Sur l’intervalle ]−∞,−n], la fonction fn est clairement croissante.

? Sur l’intervalle ]−n, +∞[, on a f ′n(x) = ex − (
1 + x

n

)n−1.

On a donc sur cet intervalle :
f ′n(x) ≥ 0 ⇐⇒ ex ≥ (

1 + x
n

)n−1 ⇐⇒ x ≥ (n− 1) ln
(
1 + x

n

)

Soit alors gn : ]−n,+∞[→ R, x 7→ x− (n− 1) ln
(
1 + x

n

)

La fonction gn est dérivable sur le domaine considéré, avec :

g′n(x) = 1− n− 1
x + n

= x + 1
x + n

On en déduit le tableau de variations :

x −n −1 0 +∞
g′n(x) − 0 + +

gn
+∞ ↘ ↗ 0 ↗ +∞

Il existe donc xn négatif tel que f ′n(x) est négatif pour x compris entre xn et
0, d’où le tableau des variations de fn :

x −∞ xn 0 +∞
f ′n(x) + 0 − 0 +

fn 0 ↗ ↘ 0 ↗ +∞

2. a) Presque tout a été dit dans l’étude de la première question. Il suffit de
dire en plus que −n < xn < 0.

b) On remarque que ϕn(xn) = 1
n− 1gn(x).

Comme ϕn(−2) = −2
n− 1 − ln

(
1 − 2

n

)
, on fait une étude rapide sur [2, +∞[

de :
ψ : x 7→ −2

x− 1 − ln
(
1− 2

x

)

On a ψ′(x) = −2
(x− 1)2x(x− 2)

< 0, donc ψ décrôıt sur le domaine considéré,

et comme lim
+∞

ψ = 0, ψ est positive, soit ϕn(−2) > 0, gn(−2) > 0 et

−2 < xn < −1.
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3. Comme la suite (xn) est bornée, on a :
xn

n− 1 = ln
(
1 + xn

n

)
= xn

n
− x2

n

2n2 + o(n−2).

Donc :
1

n− 1 −
1
n

= − xn

2n2 + o(n−2)

Soit :
xn = − 2n

n− 1 + o(1) et donc lim
n→+∞

xn = −2

Exercice 4.12.

Soit n ∈ N, n ≥ 2, (a1, . . . , an) ∈ Rn et C la matrice de Mn(R) de coefficients
(ci,j), (i, j) ∈ [[1, n]]2, définis par

∀ i ∈ [[1, n− 1]], ci,i+1 = 1; ∀ j ∈ [[1, n]], cn,j = −aj ; ci,j = 0, sinon.

On note f l’endomorphisme de Rn de matrice C dans la base canonique de
Rn.

1. Déterminer le rang de C. Préciser le noyau de f .

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que C soit inversible.
Sous cette condition, expliciter la matrice C−1.

3. Montrer que les valeurs propres de C sont racines d’un polynôme P de
degré n, dont on précisera les coefficients.

4. Dans cette question, on considère la matrice :

M =




0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
8 −14 3 4




et on note f l’endomorphisme de R4 de matrice M dans la base canonique
de R4.

a) Déterminer les valeurs propres de M .

b) Étudier si la matrice M est diagonalisable.

Solution :

1. On résout CX = 0, soit :
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


0 1 0 · · · 0
... 0 1

. . .
...

...
. . . . . . 0

0 · · · · · · 0 1
−a1 −a2 · · · −an−1 −an







x1
...

...
xn




=




0
...

...
0




c’est-à-dire : 



x2 = 0
· · · · · ·
xn = 0

−
n∑

i=1

ai xi = 0

⇐⇒





x2 = 0
...

...
xn = 0

a1 x1 = 0

• Si a1 6= 0, X = 0 et rg C = n, Ker f = {0}.
• Si a1 = 0, Ker f = Vect(1, 0, . . . , 0), de dimension 1, donc rg C = n− 1.

2. Ainsi la matrice C est inversible si et seulement si a1 6= 0 et pour calculer
alors C−1, on résout CX = Y , soit :





x2 = y1

· · · · · ·
xn = yn−1

−
n∑

i=1

aixi = yn

⇐⇒





x2 = y1

· · · · · ·
xn = yn−1

x1 = − 1
a1

[ n∑
i=2

aixi + yn

]
=

n∑
i=2

− ai
a1

xi − 1
a1

yn

C−1 =




−a2
a1

−a3
a1

· · · −an
a1

− 1
a1

1 0 · · · 0 0

0
. . . . . .

...
...

. . . 1
. . .

...
0 · · · 0 1 0




3. De même, on résout CX = λX et on cherche pour quelles valeurs de λ on
peut trouver une solution qui soit une colonne non nulle :




x2 = λx1

· · · · · ·
xn = λxn−1

−
n∑

i=1

aixi = λxn

⇐⇒





x2 = λx1

· · · · · ·
xn = λxn−1

−
n∑

i=1

aiλ
i−1x1 = λnx1

Si x1 = 0, alors X = 0, ce qui est exclu, donc

λ est racine de P (X) = Xn +
n∑

i=1

aiX
i−1
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4. Les valeurs propres sont parmi les racines de
P (X) = X4 − 4X3 − 3X2 + 14X − 8 = (X − 1)2(X + 2)(X − 4)

La matrice M a au plus 3 valeurs propres, chacune associée à un sous-espace
propre de dimension 1 d’après le système ci-dessus, donc la matrice M n’est
pas diagonalisable.


