4
OPTION B/L

Exercice 4.1.

Soit « réel et n un entier naturel non nul. On considére I’équation suivante :
" +n%r —1=0.

1. Montrer que cette équation admet une unique racine positive, qu’on note

Ty

2. Etudier la convergence de la suite (x,,),>1 lorsque a > 0.

3. On suppose que a > 0.
a) Déterminer un équivalent de z,, quand n tend vers +oo.

b) Etudier la convergence des séries suivantes :

Sz, > In(zy), > In(1 + 2P) (avec B ER), 3 (2, — n%)

Solution :

1. Notons f,, la fonction définie sur R™ par : f,(x) = 2™ + n% — 1.

La fonction f, est clairement strictement croissante sur Rt (par exemple
parce que f, est dérivable de dérivée f/ (z) = nz" ! +n® > 0) et telle que
fn(0)=—1, fr,(1) =n®* > 0).

Par conséquent f, s’annule une fois et une seule sur R™ et on peut méme
préciser que 'unique solution z,, vérifie 0 < z,, < 1.
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_n
2. % Sia >0, on écrit 0 < z, = lnaz" < n%, et comme pour a > 0,
lim % = 0, il vient, par encadrement :

n—oo n,

a>0 = limz,=0

n—oo

* Pour a =0, on a f,(z) =2} +x, — L.
Soit alors € > 0 tel que € < 1, on peut écrire : f,(1—e)=(1—¢)" —¢ —
—e < 0. e
Ainsi pour n assez grand, f,(1 —¢) < 0 et f,(z,) = 0 joint a la croissance
de f,, montrent que z,, > 1 —e€.
Ainsi : Ve > 0,dng € N,Vn > ng,1 —e < z,, < 1, ce qui prouve que :

a=0 = lim z,=1

n—oo
3.a) Poura >0,ona:z, = —2 et comme z,, — 0, on a a fortior:
n n— 00
zp — Odoncl—z) — 1let
n—oo n—oo
1

~

Tn
(n—o0) N

b) x L’équivalent précédent donne, par la regle de Riemann :

> @, converge <= o > 1

* Comme lim z, =0,on a lim In(z,) =—oco et :
n—oo

n—oo
> In(x,) diverge trés grossiérement
x o Si 3 <0, 22 ne tend pas vers 0, donc In(1 + z?) non plus et :
B<0 = Y In(1+ z?) diverge grossierement
eSi3>0,25 tendvers Oet In(1+22) ~ 28 ~ %ﬁ et, & nouveau

(n—o0) " (n—oo) M
par la regle de Riemann :

B>0 = > In(l+z?) converge — aff > 1

n
,doncwn<iet0<%fxn:x—"<xﬁ< 1
n n n

,nom

1—27
* Ty = o

(03 [e3
Or, pour n assez grand, an > 2 et donc, a partir d’'un certain rang :
0< % —xn < % et par la régle de Riemann :

n n

a>0 = Z(% — xy) converge et Y (z, — %) aussi
n n

Exercice 4.2.

Soit a un réel fixé. Soit f la fonction définie sur R par :
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f(ac) _ {e(za) siz>a

0 siz<a

1. Vérifier que f définit une densité de probabilité. Soit X une variable
aléatoire réelle de densité f.

2. Calculer I'espérance de X.

3. On désigne par F' la fonction de répartition de X. Déterminer un réel m
tel que F(m) =1/2.
4. Soit X1, X5, ..., X, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi
que X. On pose Y = inf(X;, Xo,..., X,,).

a) Déterminer la loi de probabilité de Y.

b) Déterminer l'espérance et la variance de Y.

Solution :

1. La fonction f est positive sur R, continue sur R\ {a}, et admet en ce point
une limite & gauche et une limite a droite.
De plus pour A > a, on a :

! ! (z—a) C ]! —e(A-a) __
— —(z—a — —(z—a _ —(A—a
[ f(w)dfcf/ae d:vf{ e Lfl e P 1

Ainsi f posseéde toutes les propriétés requises pour étre une densité de
probabilité.

2. Toujours pour A > a, on a :
A

A A N
[ wtwde= (et e = [—aeto] s [

—a+l—eWUa — g41
A—-+oo

“+o0o
Ainsi lintégrale / xf(x)dx converge (absolument), donc X admet une
—o0
espérance, avec :
EX)=a+1
(on aurait pu se contenter de remarquer que X — a suit la loi exponentielle
de parametre 1)

3. On a vu au cours de la question 1. que la fonction de répartition F' de X
est définie par :



126 ESCP-EAP 2007 - Oral

0 siz<a
Fz) = { l—e (@9 gigz>gq
Par conséquent : F(x) = % e (@a) = % et :
m=a-+In2

4. a) Y prend encore ses valeurs dans [a, +0oo[ et pour z > a :
1-Fy(z)=PY >z)=P(X1>z)Nn---N(X, >2x))

Les variables X} étant indépendantes et suivant toutes la loi de X, il vient
donc :

1-— Fy(x) = [P(X > .7;)]" — [e—(w—a)]n — g—n(z—a)

Donc Fy (z) =1 —e ™*=% et Y est une variable & densité, dont une densité
fy est définie par :

0 siz<a
fr(z) = {n.e_"(m_“) siz>a

b) Les convergences étant claires, on a :

+oo
* E(Y) = / na.e”™MT=) dy = [—x.e_"(l_“)]—mo + e (== dy
a

soit :

+00 i Foo
*B(Y?) = / na.e”™M#=) dy = [—:UQ.e_”(I_“)]a Oo+2/ r.e @) gy
a a
Ainsi : B(Y?) =a® + 2E(Y) a2+ 20 %, puis :
n n n
V(Y)=BE(Y?) - [EV)P =

(on aurait aussi pu se contenter de dire que la variable aléatoire Y — a suit
la loi exponentielle de parametre n)

Exercice 4.3.
On considere la suite (u,,) définie par :
wo=1,Yn € Nyupy1 =In(1 + uyp)
1. Montrer que la suite (u,) est convergente. Quelle est la limite de cette
suite ?

2. a) Montrer que, pour tout n de N, on a : u, > %H
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b) Pour tout n de N*, on pose S,, = u; + u2 + -+ + u,. Montrer que la
quantité Sy, — 5, ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers I'infini. Que peut-on
en déduire pour la suite (Sy,) ?

3. a) Montrer que, pour tout z > 1 on a : ln(l + %) < %H et en déduire
que, pour n > 1, on a : u, < nil

b) Vérifier que, pour n > 2, 1712 < - l T % En déduire que la suite (o,,)
définie pour n > 1 par : 0, = u$ + u3 + - - - + u2 est convergente.
4. a) Pour n € N, on pose v, = i Montrer que nli_)Ilgo('UnJl_l — ) = %

b) Montrer que nlLH;o U?" = % et retrouver ainsi la convergence de la suite
(on).
Solution :

1. La suite est a termes positifs (récurrence simple) et comme In(1 + z) < z,

avec égalité seulement pour x = 0, la suite est décroissante.

Ainsi cette suite converge et sa limite est le seul point fixe de f, a savoir O :
lim u,, =0

n—oo

2. a) La propriété demandée est vraie au rang 0 et si on suppose qu’elle est
vraie & un certain rang n — 1, alors :

n+1

t —n+1
Ce qui prouve que la propriété est encore vraie au rang n et donne la
conclusion par le principe de récurrence.

b) Ainsi :
Son = Sn = Uni1 +Unpz+ o+ Usp 2 7 + Az o+ A
1
ST

Le minorant exhibé a pour limite 1/2 lorsque n tend vers linfini. Il est donc
impossible d’avoir lim (S2, — S,) = 0 et la suite (S,) ne peut converger.
n—oo

Comme cette suite est croissante, on peut préciser :

lim S, = 400
n—oo
3.a)kpix—In(l+3)— —3 éri :
. p:z e In(l+ 33) est dérivable sur [1, 4o00] telle que :

r+1
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/ _ _:732 3 _ 3(x—1)
ele) = 1+%+($+1)2 ~ x(z+3)(x +1)? 20

La fonction ¢ est donc (strictement) croissante sur [1, +o00[ et comme elle est
de limite nulle en 400, elle est strictement négative sur [1, +oo|.

xOnau =n2~06931 <3,

et si on suppose la propriété vraie pour un
certain rang n — 1, alors :

_ 3 3
Up, =In(1 +wup—1) <In(1+ n) <o
On conclut encore par le principe de récurrence.
1 1 -1 _1 )
b) - <n(n—1) S — 5 etalors:
1,1 1 - (1 1
<o(L 4+ L ... L N A
on <9+ 3+ +(n+1)2)\9k§1(k 1)
1
< 9(1 n -+ 1) <9
La suite (0,,) qui est croissante, est majorée, donc est convergente.

1 1 wy — In(1 + up)
= — — — = ————% ¢t comme u, a pour
In(1+u,) Un tn In(1 4 uy)

limite 0 un développement limité du logarithme donne :

B 2 2
U (un + o(uy)) 2

4.a) vpy1 — Up

Un+41 — Un =

soit :

lim (V41 —vn) = %
n—oo

b) L’exercice classique de Cesaro montre, par retour aux «epsilon» que si
Wot Wit -+ W1 _

une suite w converge vers 0, alors lim

n— oo n
1 Un — Vo — n
o . n .
On a ici w, = vy41 —vp — 5 — 0, donc ———2 — 0, soit :
2 3 )
n— o0 n n—oo
. v .
nh_)rr;O W” = %7 i.e. Uy ~ %
Par conséquent u,, ~ % et uZ ~ %7 qui est le terme général d’une série a

termes positifs convergente. La conclusion résulte de la regle d’équivalence.

Exercice 4.4.

Soit n un entier supérieur ou égal & 3. On note B = (ey,...,e,) la base
canonique de R" et f I’endomorphisme de R™ dont la matrice associée dans
la base B est IV définie par :
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1 0 0 1
11 C1
N=|:0 . 0 :
1 .11
10 --- 01

(la lettre utilisée montre la formation de cette matrice ... )

1. Déterminer le rang de N puis celui de N — I. En déduire que 0 et 1 sont
des valeurs propres de N.

2. Déterminer une base de Im(f).

3. Montrer que la restriction de f & Im(f) induit un endomorphisme f de
Im(f). Quelle est la matrice de f dans la base trouvée dans la question
précédente ?

4. En déduire que 2 est une valeur propre de f, puis déterminer un vecteur
propre associé.

5. En déduire que N est diagonalisable.

Solution :

1. x Les n — 1 premieres colonnes de N forment une famille échelonnée, donc

libre, tandis que la derniere colonne est égale a la premiere, donc :
rg(N)=n-1

* La premiere et la derniére colonne de N — I forment une famille libre

(positions des 0), tandis que toutes les autres sont nulles, donc :
rg(N—-1)=2

N et N — I ne sont pas inversibles, donc 0 et 1 sont valeurs propres de NN.

2. Soit s = e; +e3 + -+ - + e,, en regardant encore les colonnes de IV, on voit
que la famille C = (s,e2,...,€,—1) est une famille libre qui engendre Im f,
donc est une base de cet espace.

3. On a f(Im f) C Im f, donc la restriction de f a Im f induit un endomor-
phisme fde Im f.
On a: B _

f(e2) = f(e2) = ez, f(es) =e3, ..., f(en-1) = €n-1,

f(s)=fler) + fle2) + -+ flen—1) + flen) =s+ e+ tep_1+s

Donc : f(s)=2s+ea+---+e,_1 et:
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2 0 0
11 0
N=Mc(f)=|: 0 1 0
1 : .1 0
10 ... 0 1

4. N est trigonale supérieure, donc ses valeurs propres sont en évidence et
2 € Spec(f), ainsi il existe  non nul dans Im f, tel que f(z) = f(z) = 2z,
et :

2 est valeur propre de f.
Toujours en regardant N , on voit que :
flstext+ - Fen)=flstet - ten1)=2s+ea+ - +en1)

5. Faisons le bilan :
— 1 est valeur propre de N et dim E;)(N) =n —1g(N — 1) =n —2;
— 0 est valeur propre de N et dim E)(N) = dimKer N = 1;
— 2 est valeur propre de N et dim E(9)(N) > 1.
Ainsi, comme des sous-espaces propres sont toujours en somme directe,
dim E()(N) vaut nécessairement 1 et la somme des dimensions des sous-
espaces propres vaut n, soit :
N est diagonalisable.

Exercice 4.5.

Soit k£ un entier naturel tel que k > 2.
Soit @ le polynéme défini par
_ 11 .
e =5 (% (n_1)>X
1. a) Montrer que Q(X) = (1 — X))+~ —

-1
b) En déduire la valeur de Z (iL _ 1).
j=n

2. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles, définies sur le méme
espace probabilisé, indépendantes et de méme loi géométrique de parametre
p €]0,1].

n
Pour tout entier naturel n > 1, on pose S, = > X.

a) Déterminer la loi de S et la loi de Ss.
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b) Déterminer par récurrence la loi de S),.

c¢) Calculer les probabilités suivantes :
P(Xl = XQ),P(Xl < XQ),P(Xl > XQ)

Solution :
k—1k—1 k=1 j
a)Ona > > ...= > = > ..., donc pour tout x réel
n=1j=n 1<n<j<k—1 j=1n=1
non nul :
k=1 j 1 k=1j-1 /5 _ 1
Q(x)—ZE(]_1)$"=xZZ(j Ja?
j=1n=1 \T j=1p=0\ P
1-— (1 + Jf)k ! k—1
= 1 = = (1 -1
Q) =a 501 +ay =a L UEDC — 1)

Q et (1+ X)*1 —1 concident en une infinité de points, donc sont égaux :
Q(X) =(1+X)1 -1

b) Or (1+ X)+-1 — (k 1>XJ donc en comparant avec la forme
initiale : j:1
jX::l (7]1 : 11> = (k ; 1) (formule de Pascal itérée)
k—1
2. a) x 53(Q2) = [2,+oo[ et pour k > 2, (S2 =k) = U (X1 =7)N (X2 =
k=) a

d’o, par indépendance :

k—1 k=1 .
P(Sy=k) =Y, P(X1=j)P(Xa=k—j) = 3. pg/ ‘pg"~7~!

j=1

k=1
P(S;=k)= 3 p*¢"* = (k— 1)’

* De méme S3(Q) = [3,+oo[ et pour k > 3, comme X3 est indépendante de
So=X1+ X5 :

k_l . . k_ q 2 k 7 1
P(S3 =k) = _ZQP((Sz =N (Xs=k—j)= > (G —Dp*¢ *pg"7~
j=

=

Jj=2

ki(]_1)3k3_p3qk3 (k — 2( 1)
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k—1 k—2
b) Ona: P(Sy; =k) = ( 1 )qu’H et P(S3 =k) = ( 9 )pf‘q’“’f‘-
On peut donc penser que 'on a :

P(S, =k) = (7]2 B i)p"q’“‘"7 pour n > 2 et k > n.

Cette formule est aussi valide pour n = 1 et si on la suppose vraie pour un

rang n, on peut écrire, pour k >n+1:
k=1 ,;

J=IN o in ko1 n+1 k—(n+1) -1
P(Spp1=k) = 3 (n_l)p 7 7"pg =p""q > (n_l)
j=1 j=1

_ k-1 n+1_ k—(n+1)

= (", )t
Ce qui prouve que la formule est encore valide au rang n + 1. On conclut par
le principe de récurrence.

c) x P(X; = Xo) = S P(X; = i)P(Xy = i) = > p?(¢?) 1, avec
i=1 i=1
qg=1—p, donc:
2
_ __p - _p __ P
P =X) =1 =1 = ey
Par symétrie P(X; < X5) = P(X2 < X;) et comme le tour des possibles est
fait :

P(X1 < X3) = P(Xp < X1) = (1= P(X1 = X»)) = ﬁ

Exercice 4.6.

Soit m un entier supérieur ou égal a 2, et Xy, Xs,...,X,, des variables
aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [a, b], avec a < b.

1. a) Soit S, = sup(X7, Xs,..., X, ). Déterminer la fonction de répartition de
Sn, puis une densité de cette variable aléatoire. Calculer lespérance E(.S,,)
de S,,.

n(b —a)?
(n+2)(n+1)*
(On pourra utiliser une variable aléatoire U de densité égale a nz"~! sur
[0, 1] et nulle ailleurs, ainsi que la variable aléatoire a + (b — a)U).

b) Montrer que la variance V' (S,,) de S,, est égale a

S, est-il un estimateur sans biais de b ?

2. On pose I, = inf(Xy, Xs,...,X,). Déterminer l'espérance de I, et sa
limite quand n tend vers +00. On admettra que V(S,,) = V(I,,).

I,, est-il un estimateur sans biais de a ?
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3. Exprimer a et b en fonction de E(S,,) et E(I,) ; en déduire des estimateurs
sans biais de a et b.

Solution :

1. a) S, prend ses valeurs entre a et b et pour z € J[a,b], on a par
indépendance :

Fs (z) =P(Sp<z)=P(X1 <2)N---N(X, <))
=P(X; <a)x---xP(X, <z)=Fx(z)"
ou F'x désigne la fonction de répartition d’une variable suivant la loi uniforme
sur le segment [a, b].
Ainsi :

Vz € la,b], Fs, (x) = (H)n

Par dérivation, on peut choisir pour densité fg, de Sy, la fonction définie
par :

fs,(x)=9b—a‘b—a
0 sinon

Comme x = & — a + a, on peut écrire :

b b
E<5n>=/xfsn<w>dx= . /((x—a)"-i-a(x—a)"_l)dx

{ n (m_a)nfl sia<xz<b

1 (b_a)n a
= G T -+ R =)
B(S) =at phiq(b-a)= G

(on aurait pu calculer directement E(S,, — a)).

b) De méme :

b
E((S, —a)?) = —" /(x—a)z(x—a)"_ldx: (b —a)?

b—a) n+2
Donc : )
V(Sn) = V(Sn_a) = E((Sn_a)z)_E(Sn_a)2 = [TLZQ _(nil) ](b_a)2
Soit :
V(Sn) = o5 (b—a)’

(n+2)(n+1)°
On a E(S,) # b, mais E(S,) — bet V(S,) — 0, donc la suite (5,,) est

asymptotiquement sans biais et convergente.

2. I,, prend aussi ses valeurs entre a et b et pour x € [a,b], on a :
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1-Fp(z)=P(,>z)=P(Xy>z)n---N(X, > x))

=[P(X > )" =1 - Fx(a)" = (1-7=9)"

Donc :

Fr,(z) =1 (b=2)"

une densité sur [a,b] de I,, est donc :
b— n—1
fr.(@) = 522 (3=%)

—a
b
Ainsi E(b— I,) (b—a)"/a (b—x)"dx n—l—l(b a), et :
_3__mn _N_b+mna

Bl =0 g (0-a) = bt
(On aurait pu considérer les variables — X1, — X3, ..., —X,, qui suivent la loi
uniforme sur [—b, —a] et sont indépendantes et remarquer que inf (X7, ..., X,)
n’est autre que —sup(—Xy,...,—Xy), ...).

On a E(I,) # a, mais E(I,,) a pour limite a, tandis que V(I,,) est de limite
nulle. Ainsi la suite (I,,) est asymptotiquement sans biais et convergente.

3. Des calculs simples donnent :
o= n.E(L,) — E(S,) ot b — n.E(S,) — E(I,)
n—1 n—1

nl, — S, ot nS, — I,
n— n—1

Ainsi sont des estimateurs sans biais respectifs de a

et b.

Exercice 4.7.
P 1
Pour tout n € N* et x réel, on pose r)= —5—
p fn( ) (1 + xQ)n
—+oo
1. Montrer que l'intégrale fn(x) ndx est convergente.
(o]

—+oo
On pose alors : [, = fn(z) ndz.
—0o0
2. Déterminer une relation de récurrence entre I,41 et I,. En déduire
Pexpression de I,, en fonction de n.

3. Montrer qu’il existe un réel k,, que 'on déterminera, tel que ¢, = k, fn
soit une densité de probabilité.
On note X, une variable aléatoire admettant ¢,, comme densité.
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4. Pour quelles valeurs de n, X, admet-elle une espérance ? Calculer alors
cette espérance.

5. Pour quelles valeurs de n, X,, admet-elle une variance ? Calculer alors cette
variance.

Solution :

1. La fonction f,, est continue sur R et lirin |z[3/2 f,(x) = 0. Deux appli-
Tr— OO

0 “+o00
cations de la régle de Riemann montrent que / frn(x)de et fn(x)dz

—o00 0
convergent et on conclut par application de la relation de Chasles.

+oo
Notons d’ailleurs que par parité on a I,, = 2 fn(x)dx.
0

zmw:aj%W;:ﬁumy:faf%%ﬁﬂuw:1¢:ww:t

On a lim wu(t)v(t) =0et lim wu(t)v(t) =0, ce qui permet de procéder a
t——o0 t——+oo

cette intégration par parties directement avec les bornes infinies, d’ou :

+oo 2 +oo 2
h:%/ ——L——ﬁzm/ A =1 gt = on(I, — Inyr)

oo (L2 —oo (T2

On a donc I, 11 = % I, et, en redescendant :
I = 727127_7] 1><7%Z: gx x%]l

+o0 d oo
Or I) = / 1 —&—ttQ = [Arctant] o = T, donc en remplaant et en
achevant le Ealcul7 en multipliant haut et bas par 2nx(2n — 2)x ... x(2) :

* _ (2n)!
VneN I = @) ™

3. fn est positive, continue sur R d’intégrale sur R convergente valant I,,.

Ainsi pour k,, = %, la fonction ¢, = % fn vérifie les conditions exigées pour
n n

étre une densité de probabilité.

+oo
4. Sous réserve de convergence, on a E(X,) = kn/ t.fn(t) dt.

— 00
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+oo
La regle de Riemann assure que / tfn(t)dt converge si et seulement si
0

0

n > 2, et dans ce cas, (par imparité), I'intégrale / tfn(t) dt est également
(oo}

(absolument) convergente.
L’utilisation de I'imparité donne alors la nullité de I'intégrale sur R, soit :

Vn > 2,E(X,) existe et vaut 0

5. Pour que la variance existe, il faut déja que I’espérance existe. On suppose
donc n > 2 et comme I'espérance est nulle, on a sous réserve de convergence :
2 e a2
V(X,) =FEX;) =k ——dt=k =TI =——=dt
X0 =B <k | =[G
Donc la variance existe bien, avec :

I, N
V(X,) = kn(In_q — I,) = i(l"‘l —I,) = Inl 1= 327_5 1

¥n>2,V(X,) = 5t

Exercice 4.8.

Pour t € R* et x € R*, on pose : g(t,x) = 7 et u, () = g(n, ).

x
t(1 +tz?)’
1. Etudier la convergence de la série de terme général u,, (z).

Pour les x réels pour lesquels cette série converge, on pose :

+oo
S(a) = > un(z)

n=1

2. On pose maintenant, pour x > 0,

+00 +oo
I(x) = /1 g(t,z)dt et Is(z) = /0 g(t, z) dt.

Montrer que ces deux intégrales sont convergentes puis calculer leur valeur.

3. Montrer que I;(x) < S(z) < Iz(x) et en déduire 111% S(z).

Solution :

1. Le réel u,(z) = ———%—— est positif pour = > 0 (et négatif pour

V(1 + nz?)

x < 0).
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De plus, lorsque n tend vers +o00, on a : uy,(x) ~ ce qui entraine la

3/2°
n
convergence de la série Y u,(z) (regle de Riemann).

—+o0

2.0nali(zx)==z ¢. Cette intégrale est impropre en +oo.
1() Vi) g prop
1

.. ) N 1
Comme, au voisinage de +o0o, on a : Vi + 12 TR
Riemann prouve encore que l'intégrale définissant I () est convergente.
+oo

- dt

o Vt(1+4tz?)
— Le probleme pour la borne infinie a été réglé ci-dessus.
— Au voisinage de 0, on a :

la regle de

De méme Ir(x) = est impropre en 0 et +oo.

1 1

Vi(l+ta?) Vi
et la régle de Rieman montre que lintégrale définissant Iy(z) est aussi

convergente pour la borne 0. On conclut par application de la formule de
Chasles.

Pour calculer I;(x), on pose, pour a > 1 :
dt

I r,a) =2 — 5

1(e,a) /1 Vi1 + ta?)

Le changement de variable u = x+/t de classe C! sur [1,a] permet d’obtenir :

zva
Ii(z,a) = 2/ du 5 = 2(arctan(z+/a) — arctan x)
" 1+u

puis, en faisant tendre a vers 400, il vient :
Ii(z) = Z(E — arctan z)

—Il .’L‘dt
\[ 1 thx

On remarque que I(x)
Soit b €]0, 1 On a:

Vi fittgc = /\/51 iuu2 = 2(arctan z — arctan 2v/b)

On fait tendre ensulte b vers 0 et il vient :

7 {Ejl-tta: =2arctanz et Ir(z) =

3. Pour tout > 0, t — g(t, x) est décroissante sur R™. Donc sit € [n,n+1],
on a:
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n+1
Unt1(x) < g(t,x) < up(x), soit upt1(z) < / g(t,x) dt < up(z)

n
puis en sommant ces inégalités pour n > 1 :

S(z) —ui(x) < Ii(z) < S(x).
1
Or uy(z) < / g(t,x)dt. Donc I (x) < S(x) < Iz(x). Il reste & prendre la
0
limite pour £ — 0 pour obtenir :

lim S(z) =mn.

z—0t

Exercice 4.9.

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. On considere I'espace vectoriel R™
rapporté & sa base canonique (eq, ..., €,).

Soit u 'endomorphisme de R™ défini par :

— pour tout ¢ de [2,n — 1], u(e;) = en ;

—uler) =ulen) =e1 +e2+ -+ en.

1. a) Déterminer le rang de u, ainsi qu’une base B de Im u.

b) En déduire que 0 est valeur propre de w. Déterminer la dimension du
sous-espace propre associé a la valeur propre 0 ainsi qu’une base de ce sous-
espace.

2. On note wu la restriction de u & Imwu.

a) Montrer que Im(u?) C Imu.

b) En déduire que & peut étre considéré comme un endomorphisme de
Im .

c¢) Ecrire la matrice de u relativement a la base B.
3. a) Soit A une valeur propre non nulle de u et  un vecteur propre associé
a A. Montrer que = appartient a Im u.

b) En déduire les valeurs propres de u. L’endomorphisme u est-il diagonal-
isable ?

Solution :

1. a) Immédiatement :
Imu = Vect(u(er), ..., u(e,)) = Vect(u(ez), u(e1)) = Vect (Y €;,€en).
i=1
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Ces deux derniers vecteurs forment une famille libre. C’est donc une base de
I'image de u et u est de rang 2.

b) Par le théoréme du rang, le noyau Keru est de dimension n — 2.
Ainsi 0 est valeur propre de u (car Keru # {0}) et par définition de u, les

équations u(eg) = u(esz) = -+ = ule,—1),uler) = u(ey), entrainent que les
(n — 2) vecteurs (ex — e3,e3 — €4,...,€2, —€n_1,€1 — €,) sont dans le noyau
de u.

On vérifie aisément, par échelonnement, qu’ils forment une famille libre. C’est
donc une base de Ker u.

2. a) Pour tout = de R", u?(x) = u(u(z)) € Imu. Donc Im(u?) C Im(u).
b) Par définition u : Imu — Im(u?) C Im(u). Comme % est linéaire, on
peut considérer que © € L(Imu).

¢) Dans la base B trouvée dans la question 1, on a :
n

H(ZXZ:I ei) = Z; u(e;) = 2;::1 ei + (n—2)ey
et

u(en) = é e;

La matrice demandée est donc : U = 2 1
n—2 0

3. a) On sait que u(z) = A\x et A # 0, dou = = @ € Im(u). Donc on a
u(z) = Ax.

n
b) En écrivant x sous la forme « ) e; + fe,, puis X = <g), le systeme

i=1

UX = AX donne

2-XNa+p=0

(n—=2)a—XA3=0
L’hypothese a = 0 entraine que 8 = 0, donc = = 0, ce qui est exclu.
Ainsi, comme « # 0, \ vérifie la relation A2 — 2\ —n + 2 = 0. Cette équation
ayant deux racines distinctes, il vient :
ed=1+vn—1,douta=1-+vn+1,8=n—2. Le sous-espace propre
associé est de dimension 1.
ed=1—-vn—-1,doua=1++vn+1,8 =n— 2. Le sous-espace propre
associé est de dimension 1.
En conclusion, '’endomorphisme u est diagonalisable puisque la somme des
dimensions des sous-espaces propres est égale a n.
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Exercice 4.10.
Toutes les variables aléatoires qui interviennent dans cet exercice sont sup-

posées définies sur un espace probabilisé (2, A, P).

1. Montrer que la fonction g définie sur R par g(z) = %e"z‘ est une densité
de probabilité.
On note Y une variable aléatoire admettant g pour densité.

2. Déterminer la fonction de répartition G de Y.

3. Soit a réel appartenant a [1/2,1] et soit f, la fonction définie par :
2(1 —a)g(x) siz<O0
fa (I) = 9 .
ag(x) siz >0
a) Montrer que f, est une densité de probabilité sur R.
Soit X, une variable aléatoire de densité f,.
b) Déterminer la fonction de répartition F,, de X,.
¢) Montrer que la variable aléatoire Y, = |X,| est une variable aléatoire a
densité, dont la loi de probabilité est indépendante de a. Reconnaitre cette
loi.
4. On note Z, = | X, ] la partie entiere de Y.
a) Déterminer Z,(Q).

b) Déterminer la loi de Z,. Calculer son espérance et sa variance.

Solution :

1. La fonction g est continue sur R, positive et, clairement :

“+o00 0 “+o00
g(ac)dx:l e dr + 1 e Tdx=1
—00 2 —00 2 0

2. Pour tout z réel, G(z) = P(Y < x) = / g(t)dt.

D’ou, en distinguant selon le signe de x :

3.a)On a:
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falz) = {(1‘1)6”” stz <0

a.e”” siz >0
Comme a €10, 1], la fonction f, est clairement positive. Elle est continue sur
R* et

+oo 0 “+oo
fa(x)dx:(l—a)/ e“”d:r—i—a/ e *dx =
—00 0

— 00

1—a —|—la:1
( 2

DO

b) Pour tout x réel, F,(z) = P(X, < z). Donc
e siz <0, Fy(z) = / (1 —a)etdt = (1 — a)e”.

— 00

0

. sixZO,Fa(x):/

x
(1 —a)et dt + / ae tdt=1-a.e "
—o0 0
¢) Ainsi, pour tout réel x :

0 siz <0
Fo(x) —Fo(—z)=1—¢"" siz>0

La variable aléatoire Y, suit une loi exponentielle de parametre 1.
4.a) On a Z,(92) = N.

b) Pour tout k de N :
P(Z,=k)=P(|Ya] =k) =Pk <Y, <k+1)=eF —e (bt

P(Y, < ) = P(IX| < ) ={

_(1_ 1.k
= (1 e)e
Donc Z, + 1 suit une loi géométrique de parametre (1 — 1/e), et :
_ 1 _ e
E(Z,) = o1 ¢t V(Z,) = C-17

Exercice 4.11.

1. Pour n entier tel que n > 2, on pose

e’ siz<-—n
falz) = oo — (1+E)" siz>-n
n

Etudier les variations de la fonction f,.

2. a) Montrer que f,, admet un maximum en un point noté x,, qui appartient
a l'intervalle |—n, O[.
b) En étudiant la fonction ¢,, définie sur [—n, 0] par :
on(x) = nfl —ln(l—i—%)

montrer que z,, € |]—2,—1[.
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3. Déterminer la limite éventuelle de la suite (2, )n>2.

Solution :
1. a) * Sur lintervalle | —oco, —n], la fonction f,, est clairement croissante.
* Sur lintervalle |—n, 400, on a f}(z) = e — (1 + %)nfl
On a donc sur cet intervalle :

@) >0eer> (1+L4)" e > (-1 (1+ L)
Soit alors gy, :]—n, +oo[ = R,z +— 2 — (n— 1)In (1 + %)

La fonction g, est dérivable sur le domaine considéré, avec :

/ _1_n—1_x+1
gn(z) =1 r+n zx+n
On en déduit le tableau de variations :
T -n -1 0 400
gn(x) - 0 4+ +

g | TN 0 o TX

11 existe donc x,, négatif tel que f/ () est négatif pour x compris entre z,, et
0, d’ou le tableau des variations de f,, :

T —00 Ty 0 400

fh(x) + 0 — 0+
folo / No/ ™

2. a) Presque tout a été dit dans ’étude de la premiere question. Il suffit de
dire en plus que —n < z,, <O0.

b) On remarque que ¢, (z,) = ﬁgn(a:)

Comme ¢, (—2) = n;—21 —In (1 - %), on fait une étude rapide sur [2, +o0]

de : 5 5
w:xHﬁ—ln(l—E)

On a¢/(z) = ;—2 < 0, donc v décroit sur le domaine considéré,
(x —1)%z(x — 2)
et comme 1+im1/1 = 0, ¢ est positive, soit ¢,(—2) > 0, g,(—2) > 0 et

—2<z, < -1
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3. Comme la suite (x,) est bornée, on a :

2
Tn Tp) _ Tn _ Tn -2
n—l_ln(1+n)_ = 2n2—|—0(n ).
Donc : ) )
1 1 _ _ Tn —2
n—1 n 2n2—|—0(n )
Soit : )
Tn = -9 + o(1) et donc nEI-il—looxn =2

Exercice 4.12.

Soitn € N, n > 2, (a,...,a,) € R” et C la matrice de M,,(R) de coefficients
(i), (i,7) € [1,n]?, définis par

Vie[l,n—1],¢ 41 =1;Vj € [1,n],¢n,; = —aj;¢;; =0, sinon.

On note f I'endomorphisme de R™ de matrice C' dans la base canonique de
R™.

1. Déterminer le rang de C'. Préciser le noyau de f.

2. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que C soit inversible.
Sous cette condition, expliciter la matrice C'~*.

3. Montrer que les valeurs propres de C' sont racines d’'un polyndéme P de
degré n, dont on précisera les coefficients.

4. Dans cette question, on considére la matrice :

0 1 00
0 0 1 0
M= 0 0 01
8 —14 3 4

et on note f l’endomorphisme de R* de matrice M dans la base canonique
de R*.

a) Déterminer les valeurs propres de M.

b) Etudier si la matrice M est diagonalisable.

Solution :

1. On résout C'X = 0, soit :
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0 1 0 e 0 1 0
. 0 ) . . . .
: - - 0 =
0 e 0 1
—a; —az -+ —Gp_1 —ap Tn 0
c’est-a-dire :
2 =0 X9 =0
Tn =0 <
n z, =0
—i;aixi =0 arr; =0

eSia; #0, X =0etrgC =n, Ker f = {0}.
e Sia; =0, Ker f = Vect(1,0,...,0), de dimension 1, donc rgC =n — 1.

2. Ainsi la matrice C est inversible si et seulement si a; # 0 et pour calculer
alors C~1, on résout CX =Y, soit :

T2 =UY1 T2 = Y1
Tn = Yn—1 <~ Tp = Yn—1
n B B 1 n . B n ai . 1
_i;azxz_yn € —_a[i;azxz+yn} _1§_axl_ayn
_G _a3 ... _Gp _1
a ay ay a
1 0 0 0
-1 _ . .
c7=1 o
1
0 0 1 0

3. De méme, on résout C X = AX et on cherche pour quelles valeurs de A\ on
peut trouver une solution qui soit une colonne non nulle :

Ty = )\Il T = )\Il

Tn = )\l‘n,1 = Tn = )\l‘n,1
n n

= > ax; = Aay, =Y a ey = Ny
=1 =1

Sixy =0, alors X =0, ce qui est exclu, donc

A est racine de P(X) = X" + > a; X1
i=1
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4. Les valeurs propres sont parmi les racines de
P(X)=X*—4X3-3X?2+14X -8 = (X —1)?(X +2)(X —4)
La matrice M a au plus 3 valeurs propres, chacune associée a un sous-espace

propre de dimension 1 d’apres le systeme ci-dessus, donc la matrice M n’est
pas diagonalisable.



