
Planche 1

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 1

Exercice L/a.
Soit E un espace vectoriel r�eel de dimension n > 1. On note idE l'endomorphisme identit�e

de E. On consid�ere un endomorphisme u de E tel que

u2 − 2u+ idE = 0

o�u l'on a not�e u2 = u � u.
(1) Montrer que u est inversible et calculer son inverse.

(2) D�eterminer les valeurs propres de u.

(3) On note k la dimension de Ker(u− idE) : prouver que k > n/2.

(4) On suppose dor�enavant que k = n − 1. Montrer qu'il existe une base (e1, . . . , en)

de E telle que u(ej) = ej pour j 6 n− 1 et u(en) = e1 + en.

Question d’oral
Entre les questions (2) et (3) : u est-elle diagonalisable ?
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Planche 1

Exercice Na.
Pour tout entier n > 1, on d�e�nit le polynôme Pn sur R par

Pn(x) = (x− 1)(2− x) +
x3

n
.

(1) Montrer que pour n su�samment grand, Pn admet deux extrema relatifs, aux

points r1,n 6 r2,n avec r1,n → ` et r2,n ∼ γn pour deux r�eels ` et γ �a pr�eciser.

(2) Montrer que pour n su�samment grand, Pn admet trois racines distinctes not�ees

an < bn < cn.

(3) Montrer que la suite (an) ainsi d�e�nie est croissante, de limite α �a pr�eciser.

(4) En d�eduire le d�eveloppement limit�e

an = α+
β

n
+ o

�
1

n

�
pour un r�eel β �a pr�eciser.

Question bonus
Proposer un d�eveloppement similaire pour les bn.

Quelle est la forme du d�eveloppement des cn ?
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Planche 2

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 2

Exercice LY/d.
On consid�ere les quatre fonctions f1, f2, f3, f4 suivantes, d�e�nies sur R : pour tout x 2 R,

f1(x) = e3x , f2(x) = e−x , f3(x) = sin(x) , f4(x) = cos(x) .

On note E le sous-espace vectoriel des fonctions R→ R engendr�e par f1, f2, f3 et f4.

(1) Montrer que B =
�
f1, f2, f3, f4

�
est une base de E.

(2) On �xe un r�eel h > 0 et on note

Th : f 2 E 7−→ Th(f) = f( � + h)

o�u f( � + h) est la fonction r�eelle qui �a tout x associe f(x+ h).

Montrer que Th est un endomorphisme de E. Donner sa repr�esentation matricielle

dans la base B.
On rappelle les formules trigonom�etriques suivantes :

cos(a+ b) = cos(a) cos(b) − sin(a) sin(b) ,

sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b) .

(3) Donner une condition n�ecessaire et su�sante pour que Th soit diagonalisable.

(4) Montrer que

D : f 2 E 7−→ f 0

d�e�nit bien un endomorphisme de E. Trouver un polynôme P tel que P(D) = 0.
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Planche 2

Exercice PeN.
Soit Z1, Z2, . . . une suite de variables al�eatoires ind�ependantes, suivant des lois de Bernoulli

de param�etres respectifs p1, p2, . . . . On d�e�nit

Yn =
Z1 + � � �+ Zn

n
.

On rappelle l'�equivalent de Stirling :

n! ∼
p
2πn

�
n

e

�n
.

(1) On suppose d'abord que pi = p pour tout entier i et pour un p 2 ]0, 1[.

Quelles sont les valeurs Y�
n les plus probables pour Yn ?

Pour une suite de y�n 2 Y�
n, montrer que P(Yn = y�n)→ 0 quand n→∞, et donner

un �equivalent de logP(Yn = y�n).

(2) On suppose toujours que pi = p pour tout entier i. Soit ε > 0.

Quelle est la limite de P(y�n − ε 6 Yn 6 y
�
n + ε) quand n tend vers l'in�ni ?

(3) On suppose maintenant que pi = 1/(i+ 1).

Quelle est la limite de P(y− ε 6 Yn 6 y+ ε) en fonction de y ?

Question d’oral
Apr�es (3) : Quelle est la limite de P(Yn = 0) ? Comment se fait-il alors qu'on ait Yn → 0

en probabilit�e ?
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Planche 3

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 3

Exercice Y/a.
Pour tout entier n > 2 et tout r�eel s > 0, on d�e�nit le sous-ensemble suivant de Rn :

Γn,s =

(x1, . . . , xn) 2 Rn :

n∑
j=1

xj = s et xi > 0 pour tout i 2 {1, . . . , n}

 ,

de même que la fonction

fn : (x1, . . . , xn) 2 Rn 7−→ n∑
j=1

x2j .

On veut �etudier le minimum m(n, s) de fn sur Γn,s ; il s'agira en particulier de montrer

que ce dernier existe bien.

(1) Dans le cas n = 2 : repr�esenter Γ2,1, montrer que m(2, 1) existe et en donner sa

valeur.

En d�eduire alors les r�esultats pour m(2, s), pour tout s > 0.

(2) Montrer que pour tout entier n > 3 et tout s > 0, on a l'�egalit�e

m(n, s) = min
t2[0,s]

t2 +m(n− 1, s− t) .

(3) Calculer alors les m(3, s) et m(4, s) pour tout s > 0.

Conjecturer l'expression g�en�erale des m(n, s) et prouver cette conjecture.

(4) Combien vaut le maximum M(n, s) de fn sur Γn,s ?

Question bonus
Comment aurait-on pu mener un raisonnement utilisant le th�eor�eme des extrema li�es ?

(I.e. : �enoncer ce dernier, dire rapidement s'il est facile de v�eri�er ses hypoth�eses et

comment circonvenir �a cela sinon.)
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Planche 3

Exercice PfA.
Un investisseur a la possibilit�e d'acheter des parts dans deux entreprises, dont les actions

ont un cours al�eatoire. Le rendement de la premi�ere (respectivement, de la seconde) action

est une variable al�eatoire X1 (respectivement, X2) d'esp�erance µ1 (respectivement, µ2) et

de variance σ2. On note κ la covariance de X1 et X2 et on rappelle son expression :

κ = E

h
(X1 − µ1)(X2 − µ2)

i
.

L'investisseur h�esite entre deux strat�egies :

{ soit investir tout son capital dans une seule action ε + 1, o�u ε est une variable

al�eatoire suivant une loi de Bernoulli de param�etre p ind�ependante de (X1, X2) ;

{ soit r�epartir son capital en achetant une proportion 1 − p de l'action 1 et une

proportion p de l'action 2.

On note R1 et R2 les rendements respectifs des deux strat�egies.

(1) Expliquer les relations suivantes :

R1 = (1− ε)X1 + εX2 ,

R2 = (1− p)X1 + pX2 ,

E
�
R1
�
= E

�
R2
�
= µ1 + p(µ2 − µ1) .

(2) Calculer VarR1 et VarR2 puis montrer que

VarR1 = p(1− p)E
h
(X1 − X2)

2
i
+ VarR2 .

Que peut-on conseiller �a cet investisseur ?

(3) Dans cette question, on suppose que X1 et X2 sont ind�ependantes et de loi com-

mune la loi normale N �1.5, σ2�. Comment choisir p pour minimiser P{R2 < 1} ?

On rappelle qu'une combinaison lin�eaire de variables normales ind�ependantes suit

encore une loi normale.

Question d’oral
Pourquoi s'int�eresse-t-on �a P{R2 < 1}, que mesure cette quantit�e ?

Question bonus
Pour quelles valeurs de κ la variance de R2 est-elle minimale / maximale ? Interpr�eter.
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Planche 4

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 4

Exercice L/b.
Soit n > 1 un entier. On noteMn(R) l'espace vectoriel des matrices de taille n�n. Pour
tout r�eel λ, on d�e�nit l'application

fλ : A =
�
ai,j
�
i,j
2Mn(R) 7−→

266664
λ a1,n

. . .
...

λ an−1,n

0 � � � 0 an,n

377775
(les coe�cients non repr�esent�es sont tous nuls).

(1) Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur A et λ pour que la matrice fλ(A)

soit diagonalisable.

(2) Donner une condition n�ecessaire et su�sante sur A pour que

8B 2Mn(R), fλ(A)fλ(B) = fλ2(AB) .

(3) Pour quelles valeurs de λ, l'application fλ est-elle un endomorphisme ?

Pour ces valeurs, l'endomorphisme fλ est-il diagonalisable ?

Question bonus
Que dire de l'application g telle que

g(A) =

266664
a1,n a1,n

. . .
...

an−1,n an−1,n

0 � � � 0 an,n

377775 ?

Est-ce un endomorphisme, est-elle diagonalisable ?
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Planche 4

Exercice R/c
On rappelle qu'une variable al�eatoire X suit une loi de Cauchy standard C(0, 1) lorsqu'elle

admet pour densit�e

x 2 R 7−→ 1

π(1+ x2)
.

(1) Retrouver par un calcul simple l'expression de la d�eriv�ee de la fonction arctan.

Etablir �egalement l'�egalit�e suivante : pour tout x > 0,

arctan(x) + arctan

�
1

x

�
=
π

2
.

(2) On dit qu'une variable al�eatoire X suit la loi C(c, 1) si X− c suit la loi C(0, 1).

Montrer que la loi C(c, 1) admet une densit�e et pr�eciser l'expression de cette

derni�ere.

Montrer que la loi C(c, 1) n'admet pas d'esp�erance, i.e., que E
�
|X|
�

= +∞. Com-

ment interpr�eter c alors ?

(3) Soient X1, X2, . . . une suite de variables al�eatoires ind�ependantes et identiquement

distribu�ees selon la loi C(0, 1). Montrer que pour tout x 2 R, la suite des

P

{
π

n
max
{
X1, . . . , Xn

}
6 x

}
est convergente, de limite �a pr�eciser.

Question bonus
Comment interpr�eter le 1 dans la d�e�nition de la loi ? Indication si besoin : calculer

P{X > 1} lorsque X ∼ C(0, 1).
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Planche 5

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 5

Exercice Pa.
Soit n > 1 un entier. Deux joueurs utilisent un d�e �a n faces (num�erot�ees 1, 2, . . . , n) pour

jouer au jeu suivant :

{ le joueur A lance le d�e, obtient le r�esultat X, et verse 3 euros au joueur B ;

{ le joueur B lance alors le d�e jusqu'�a ce qu'il obtienne une valeur sup�erieure ou

�egale �a X (la partie s'arrête alors) ; �a chaque lancer, il donne 1 euro au joueur A.

On note Y la somme vers�ee au cours de la partie par le joueur B au joueur A.

(1) Pour k 2 {1, . . . , n} et j 2 N�, que vaut P(Y = j |X = k) ?

(2) Montrer que si Z est une variable al�eatoire �a valeurs dans N�, d'esp�erance �nie,

alors

E[Z] =

∞∑
k=1

P(Z > k) .

(3) En d�eduire un encadrement simple de E[Y] en fonction de n, de même qu'un

�equivalent lorsque n→∞.

(4) Selon la valeur de n, �a quel joueur le jeu est-il favorable ? On pourra donner une

image pr�eliminaire incompl�ete en utilisant e2 � 7.39 et e3 � 20.09.

Question bonus
Cas limite n→∞ : tirage uniforme U 2 [0, 1], puis X = k ⇐⇒ k/n 6 U < (k+ 1)/n.
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Planche 5

Exercice Nc.
Pour tout r�eel x 2 �

−1, 1
�
et pour tout entier n > 0, on d�e�nit

In(x) =

∫π
0

cos(nt)

1− x cos(t)
dt .

On rappelle que pour tous r�eels a et b,

cos(a+ b) = cos(a) cos(b) − sin(a) sin(b) ,

cos(a) + cos(b) = 2 cos

�
a− b

2

�
cos

�
a+ b

2

�
.

(1) Montrer que

8 t 2 [0, π[, cos(t) =
1− tan2(t/2)

1+ tan2(t/2)

et retrouver bri�evement la formule

8 t 2 R, arctan 0(t) =
1

1+ t2
.

(2) Montrer que

I0(x) =
πp
1− x2

.

On pourra utiliser le changement de variable u = tan(t/2).

(3) En regroupant par exemple In+2(x) et In(x), montrer que

xIn+2(x) − 2In+1(x) + xIn(x) = 0 .

(4) Calculer I1(x), puis I2(x).

Question d’oral
Avant de commencer, indiquer pourquoi les In(x) sont d�e�nies.

Question bonus
Comment en d�eduire la valeur de In(x) pour tout n ?
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Planche 6

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 6

Exercice Gb.
Soit M une matrice r�eelle de taille n� n, admettant les valeurs propres

λ1 < λ2 < . . . < λn

et sym�etrique : M = MT.

(1) Montrer que toute base (e1, . . . , en) de vecteurs propres v�eri�e la propri�et�e suiv-

ante, dite d'orthogonalit�e : pour tous i 6= j,

eTi ej = 0 .

On �xe une telle base pour la suite.

(2) Montrer que

λn = max
x6=0

xTMx

xTx
.

(3) Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de Rn de dimension k 2 {1, . . . , n},

on a

F \ Vect(ek, . . . , en) 6= {0} .

En d�eduire que

λk = min
dimF=k

max
x2F\{0}

xTMx

xTx
,

le minimum portant sur tous les sous-espaces vectoriels F de Rn de dimension k.

(4) Pour x 2 Rn et a 2 R �x�es, soit N la matrice de taille (n+ 1)� (n+ 1) d�e�nie par

N =

"
M x

xT a

#
.

On suppose qu'elle est diagonalisable, de valeurs propres v�eri�ant

µ1 < µ2 < . . . < µn+1 .

Montrer que

µ1 6 λ1 6 µ2 6 λ2 6 . . . 6 µn 6 λn 6 µn+1 .
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Planche 6

Exercice Pd.
On �etudie le jeu suivant : X1 et X2 �etant deux variables al�eatoires ind�ependantes de loi

uniforme sur l'intervalle [0, 1], le joueur observe d'abord X1. S'il d�ecide d'en rester l�a, il

gagne la valeur observ�ee. S'il d�ecide de continuer, il observe et gagne X2.

(1) Sa premi�ere strat�egie est de toujours observer X2. Quelle est alors l'esp�erance de

son gain ?

(2) Dans un deuxi�eme temps, il d�ecide d'observer X2 si et seulement si X1 6 s, o�u

s 2 [0, 1] est un seuil qu'il se �xe �a l'avance. Quelle est son esp�erance de gain ?

Quelle valeur de s doit-il choisir pour la maximiser ?

(3) Si, dans une variante du jeu pr�ec�edent, il pouvait observer X1 et X2 avant de

prendre sa d�ecision, quelle serait la meilleure strat�egie et combien rapporterait-

elle en moyenne ?
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Planche 7

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 7

Exercice Y/b.
Soit f une fonction continue [0, 2π]→ R. Pour tout entier n > 1, on d�e�nit la fonction Fn
de la mani�ere suivante :

Fn : (a, b) 2 R2 7−→ ∫2π
0

�
f(t) − a cos(nt) − b sin(nt)

�2
dt .

(1) Calculer, pour tout entier k > 1 :∫2π
0

sin2(kt)dt .

(2) Prouver que Fn admet un unique extremum ; on note (an, bn) l'ant�ec�edent de ce

dernier.

(On rappelle l'extension suivante du th�eor�eme des valeurs interm�ediaires aux fonc-

tions continues g d�e�nies sur R2 : g admet un minimum mK et un maximum MK

sur tous les pav�es de la forme K = [−A,A] � [−B,B] et prend toutes les valeurs

situ�ees entre mK et MK.)

(3) Montrer que lorsque f est de classe C1, les suites (an) et (bn) sont convergentes,

de limite respective �a pr�eciser.
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Planche 7

Exercice PcN.
Soit X une variable al�eatoire �a valeurs r�eelles, admettant une densit�e f continue et stricte-

ment positive sur R. On suppose que X admet des moments d'ordres un et deux et par

cons�equent, une variance σ2.

(1) Trouver l'ant�ec�edent µ du minimum de a 2 R 7→ E

h
(X− a)2

i
.

(2) Montrer que pour tout a 2 R et pour tout h > 0,

|X− a| −
��X− (a+ h)

�� = �
I{X>a+h} − I{X6a}

�
h+ r(X) I{a<X<a+h} ,

o�u r est une fonction born�ee par h.

(3) En d�eduire que la fonction a 2 R 7→ E
�
|X−a|

�
est d�erivable et pr�eciser sa d�eriv�ee.

Trouver l'ant�ec�edentm du minimum de cette fonction : comment appelle-t-onm ?

(4) Montrer que |m− µ| 6 σ
p
2.

On pourra utiliser l'in�egalit�e de Bienaym�e{Tchebychev.
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Planche 8

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 8

Exercice Y/c
On commence par le rappel suivant.

Théorème 1. Soient f : R2 → R une fonction d�erivable sur R2, u : R→ R et v : R→ R

deux fonctions d�erivables sur R. Alors ϕ : R→ R d�e�nie pour tout t 2 R par

ϕ(t) = f
�
u(t), v(t)

�
est d�erivable sur R, de d�eriv�ee, pour tout t 2 R,

ϕ0(t) = u0(t)
∂f

∂x

�
u(t), v(t)

�
+ v0(t)

∂f

∂y

�
u(t), v(t)

�
.

On consid�ere alors une fonction d�erivable F : R2 → R, v�eri�ant F(0, 0) = 0 et, pour tous

x, y 2 R2,
x
∂F

∂x
(x, y) + y

∂F

∂y
(x, y) = 0 .

(1) D�eterminer F.

Indication : on pourra �xer (x, y) 2 R2 \
{
(0, 0)

}
et consid�erer t 2 R 7→ F(tx, ty).

Soit la fonction

g : (x, y) 2 R2 7−→ q
x4 + y4 .

(2) Montrer que g est d�erivable sur R2 sauf peut-être en (0, 0) et calculer ses d�eriv�ees

partielles.

g est-elle d�erivable en (0, 0) ?

On se propose de trouver toutes les fonctions f : R2 → R de classe C1 et telles que

g(0, 0) = 0 et 8x, y 2 R2 , x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) =

q
x4 + y4 .

(3) Donner une solution particuli�ere h.

Trouver alors l'ensemble des solutions.
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Planche 8

Exercice Gc.
Soient p et q deux r�eels. On consid�ere le polynôme P = X3 + pX + q. On note a, b et c

les trois racines (�eventuellement complexes) de P.

(1) En justi�ant que a+ b+ c = 0, ab+ ac+ bc = p et abc = −q, montrer que

a2 + b2 + c2 = −2p et a2b2 + a2c2 + b2c2 = p2 .

(2) Montrer que P 0(a)P 0(b)P 0(c) = 4p3 + 27q2.

En d�eduire que P admet une racine double si et seulement si 4p3 + 27q2 = 0.

(3) Montrer que P admet trois racines r�eelles si et seulement si 4p3 + 27q2 6 0.

(4) Comment savoir si un polynôme de degr�e 3 quelconque �a coe�cients r�eels admet

trois racines r�eelles, une racine double ?

Question d’oral
Quel est le nom du r�esultat qui permet de supposer que P est scind�e sur C ?
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Planche 9

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 9

Exercice R/a.
Soit un r�eel λ > 0.

(1) Si (un) est une suite telle que un ∼ λ/n, montrer que lorsque n→∞, on a

(1− un)n −→ e−λ .

(2) Pour tout entier n > 1, on consid�ere des variables al�eatoires X1,n, X2,n, . . . , Xn,n
ind�ependantes et identiquement distribu�ees selon une loi de Bernoulli de param�etre

pn 2 ]0, 1[ tel que

npn −→ λ .

On note Sn leur somme, Sn = X1,n+ . . .+Xn,n. Montrer la convergence suivante :

pour tout entier k > 0,

P{Sn = k} −→ P{P = k}

o�u P est une variable al�eatoire de loi �a pr�eciser.

(3) A chaque rang n, on consid�ere maintenant une suite in�nie X1,n, X2,n, . . . de

variables al�eatoires ind�ependantes et identiquement distribu�ees selon une loi de

Bernoulli de param�etre pn 2 ]0, 1[ tel que

npn −→ λ .

On d�e�nit alors

mn =
1

n
inf
{
i 2 {1, 2, . . .} : Xi,n = 1

}
.

Montrer que pour tout x 2 R, on a la convergence

P{mn > x} −→ P{E > x}

pour une variable al�eatoire E de loi �a pr�eciser.

Question bonus
Que peut-on dire de

Mn =
1

n
min
{
i 2 {1, . . . , n} : Xi,n = 1

}
,

o�u, par convention, le minimum sur l'ensemble vide au rang n vaut 2n ?
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Planche 9

Exercice Y/d
Il s'agit de prouver l'in�egalit�e arithm�etico{g�eom�etrique : pour tout entier n > 1, tous r�eels

positifs a1, . . . , an, �
a1 � . . .� an

�1/n
6
a1 + . . .+ an

n
.

(1) Montrer l'in�egalit�e lorsque n = 2, puis pour tous les entiers de la forme n = 2k.

(2) En d�eduire alors le cas g�en�eral.

On propose maintenant l'extension suivante aux nombres complexes.

Soient un entier n > 1 et n nombres complexes z1, . . . , zn, que l'on �ecrit sous la forme

polaire zj = ρj e
iθj , avec ρj > 0 et dont on suppose qu'il existe une constante ψ 2 [0, π/2[

telle que θj 2 [−ψ,ψ] pour tout j = 1, . . . , n. Alors :�
cosψ

� ��z1 � . . .� zn��1/n 6 ��z1 + . . .+ zn
��

n
.

(3) Repr�esenter les points z1, . . . , zn dans le plan complexe.

(4) Etablir l'extension.

Question d’oral
A la question (4) : Que pensez-vous de la restriction ψ < π/2 (toutes choses inchang�ees

par ailleurs) ?
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Planche 10

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 10

Exercice Ge.
Soient k et n deux entiers strictement positifs, soient A 2 Mn(R) et C 2 Mk(R) deux

matrices inversibles, et soient U 2Mn,k(R) et V 2Mk,n(R) deux matrices quelconques.

(1) Soit φ l'application lin�eaire de Rn dans Rk de matrice CV. Montrer qu'elle r�ealise

un isomorphisme de Ker(A +UCV) sur Ker
�
C−1 + VA−1U

�
, et que son inverse a

pour matrice −A−1U.

(2) En d�eduire que A + UCV est inversible si et seulement si C−1 + VA−1U l'est, et

qu'alors :

(A+UCV)−1 = A−1 −A−1U
�
C−1 + VA−1U

�−1
VA−1.

(3) Soient x un vecteur quelconque de Rn. Montrer que In + xxT est inversible,

d'inverse �a calculer.

Question d’oral
Montrer que I+ x1x

T

1 + . . .+ xnx
T

n est inversible.
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Planche 10

Exercice Ph.
Soit X une variable al�eatoire �a valeur r�eelle, d'esp�erance nulle et de variance σ2 connue.

On ignore un certain param�etre µ 2 R mais on observe une r�ealisation de la variable

al�eatoire Y = X+µ, �a partir de laquelle on cherche �a construire une variable al�eatoire m̂ la

plus grande possible, mais inf�erieure �a µ avec probabilit�e au moins 2/3 ; c'est-�a-dire que

m̂ doit v�eri�er que pour tout µ 2 R,
Pµ

�cm 6 µ
�
>
2

3
.

Ici, on �ecrit Pµ pour indiquer que l'on se place dans le cas Y = X+ µ.

(1) A l'aide de l'in�egalit�e de Bienaym�e{Tchebychev, proposer une premi�ere variable

al�eatoire cm1.
(2) Justi�er que pour tout a > 0,

a = E[a− X] 6 E

h
(a− X) I{X6a}

i
6

r
P(X 6 a) E

h
(a− X)2

i
.

En d�eduire que

P(X > a) 6
σ2

σ2 + a2
.

(3) En d�eduire une seconde, et meilleure, proposition cm2.
(4) Si X admet pour densit�e la fonction f(x) = e−|x|/2, que penser de la majoration

exhib�ee �a la question (2) ?

Question d’oral
Comment appelle-t-on les intervalles d�e�nis �a partir de cm et contenant µ avec une prob-

abilit�e d'au moins 2/3 ?
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Planche 11

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 11

Exercice LY/b.
Soit A la matrice

A =

"
2 −1

−1 2

#
et fA la fonction

fA : (x, y) 2 R2 7−→ [x y] A

"
x

y

#
.

(1) D�eterminer KerA.

Montrer que f est positive (i.e., que pour tous x, y, on a f(x, y) > 0) et d�eterminer

ses extrema locaux et globaux sur R2.

Plus g�en�eralement, on consid�ere maintenant une matrice r�eelle S 2M2(R) de taille 2� 2
et la fonction fS : R2 → R qui lui est associ�ee par la même formule que ci-dessus.

(2) Montrer que 26664
∂fS

∂x
(x, y)

∂fS

∂y
(x, y)

37775 =
�
S+ ST

� " x
y

#
.

(3) On suppose d�esormais que S = ST et que fS est positive. Montrer que{
(x, y) 2 R2 : fS(x, y) = 0

}
= KerS .

(4) Que dire des extrema (locaux et globaux) de fS dans ce cas ?

Question d’oral
Quel est le nom du vecteur colonne consid�er�e dans le membre gauche de l'�equation de la

question (2) ?
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Planche 11

Exercice R/b.
On consid�ere un investisseur qui au d�ebut de chaque ann�ee n investit une proportion p de

sa fortune en bons du Tr�esor et le reste dans des actions. Le rendement de ces derni�eres

sur l'ann�ee n est donn�e par un facteur multiplicatif Vn tandis que celui des bons du Tr�esor

est constant et �egal �a a > 1. On suppose que les V1, V2, . . . forment une suite de variables

al�eatoires ind�ependantes et de même loi, port�ee par un intervalle [v�, v
�] � ]0, 1[, id est,

P
{
Vn 2 [v�, v

�]
}

= 1 .

On note F0 le capital de d�epart (juste avant la premi�ere ann�ee d'investissement) et Fn celui

obtenu �a la �n de l'ann�ee n.

(1) Calculer Fn en fonction de F0, a, p et des V1, . . . , Vn. D�eterminer alors E
�
Fn
�
(on

pourra introduire un param�etre suppl�ementaire).

Quelle est la valeur de p maximisant E
�
Fn
�
?

(2) Montrer que n−1 log Fn converge en probabilit�e vers une quantit�e not�ee c(p), que

l'on pr�ecisera.

(3) On consid�ere un r�eel v > 0. Etablir l'encadrement suivant, pour tous p 2 [0, 1] et

h 2 R tels que p+ h 2 [0, 1] :�����log�(p+ h)a+ (1− p− h)v
�

− log
�
pa+ (1− p)v

�
−

(a− v)h

v+ p(a− v)

�����
6

(a− v)2

2 min
{
a2, v2

} h2 .
(4) En d�eduire que la fonction c d�e�nie en (2) est d�erivable sur [0, 1]. En d�eduire des

conditions su�santes pour que le maximum de c soit atteint en p0 2 ]0, 1[.

Question bonus
Montrer que ces conditions peuvent être remplies : exhiber une loi qui les satisfait.
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Planche 12

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 12

Exercice LY/a.
On consid�ere la fonction f : x 7→ p

1+ x.

(1) Donner l'ensemble de d�e�nition de f. Justi�er l'existence d'une suite (Pk)k>1 de

polynômes tels que Pk est de degr�e k et f admette l'�ecriture

f(x) = Pk(x) + o
�
xk
�

lorsque x→ 0 .

Calculer P1, P2 et P3.

(2) Montrer que pour tout k > 1, le polynôme Pk(X)2 − X − 1 est divisible par Xk+1,

i.e., que les coe�cients associ�es aux termes de degr�es inf�erieurs ou �egaux �a k sont

nuls.

(3) On �xe ici un entier n > 2. Soit A la matrice de taille n� n contenant des 1 sur

la diagonale et juste au-dessus, et 0 partout ailleurs :

A =

266664
1 1

. . .
. . .

1 1

1

377775
(o�u l'on n'a �ecrit que les termes non nuls). Montrer l'existence d'une matrice B

telle que B2 = A.

Calculer explicitement B lorsque n = 4.

Question d’oral
Que peut-on dire de Pk+1 − Pk ? Par exemple : cette di��erence prend-elle une forme

particuli�erement simple ?
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Planche 12

Exercice RY/a.
On veut �etudier la quantit�e

R(k, `) = log

max
p2[0,1]

pk(1− p)`∫
[0,1]

pk(1− p)` dp

pour tout couple d'entiers k, ` > 0.

(1) Montrer que R(k, `) est bien d�e�nie pour tous k et `.

Prouver que le maximum d�e�nissant le num�erateur est bien atteint et calculer sa

valeur en fonction de k et `.

(2) On note γk,` le d�enominateur : calculer γk,0 et γ0,`.

(3) Etablir une relation entre γk,` et γk−1,`+1 et en d�eduire que pour tous k et `,

γk,` =
1

(k+ `+ 1)C`k+`
.

(4) En d�eduire que R(k, `) 6 log(k+ `+ 1).

Question bonus
La borne de la question (4) est-elle atteinte par certains couples (k, `) ?
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Planche 13

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Planche 13

Exercice Ne.

(1) Montrer que pour tout x 2 [0, 1[ on a l'encadrement :

−x

1− x
6 log(1− x) 6 −x.

(2) Repr�esenter sur un même graphe les fonctions

x 7→ −x

1− x
, x 7→ log(1− x) et x 7→ −x

sur l'intervalle [0, 1[.

(3) Montrer que la suite des
n∑
k=0

�
k

n

�n
converge et d�eterminer sa limite.

Question d’oral
Quel encadrement sur la limite (supposant qu'elle existe) aurait donn�e une comparaison

s�erie{int�egrale ?
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Planche 13

Exercice RY/c.
Soit f : R → R une fonction deux fois d�erivable, de d�eriv�ee seconde not�ee f 00 telle que

f 00 > 0. On veut montrer que pour tous r�eels x et y et pour tout p 2 [0, 1], on a

f
�
px+ (1− p)y

�
6 p f(x) + (1− p) f(y) .

Il su�t �evidemment de prouver ce r�esultat pour x < y et 0 < p < 1, deux hypoth�eses que

l'on fait dans la suite. On note z = px+ (1− p)y.

(1) Construire explicitement un polynôme Pz de degr�e 2 tel que

Pz(x) = 0 , Pz(y) = 0 et Pz(z) = 1 .

(2) Montrer qu'il existe un unique polynôme Q de degr�e 2 tel que

Q(x) = f(x) , Q(y) = f(y) et Q(z) = f(z) .

(3) Montrer que la fonction f − Q est deux fois d�erivable sur R et que sa d�eriv�ee

seconde s'annule au moins une fois.

Conclure alors �a l'in�egalit�e recherch�ee.

(4) Application : Soit X une variable al�eatoire r�eelle admettant un nombre �ni de

valeurs, montrer que

f
�
E
�
X
��
6 E

�
f(X)

�
.

Question d’oral
Leur faire prononcer les mots de polynômes de Lagrange.
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Planche 14

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Exercice L/c
Soit n > 1 un entier. On consid�ere Mn(R), l'espace vectoriel des matrices r�eelles de taille

n� n. Dans cet espace, on note 0n la matrice nulle et In la matrice identit�e.

On consid�ere une application ϕ : Mn(R) → R non constante et telle que pour tous A

et B de Mn(R),

ϕ(AB) = ϕ(A)ϕ(B) .

On veut �etablir l'�equivalence : M 2Mn(R) est inversible si et seulement si ϕ(M) 6= 0.

(1) D�eterminer ϕ(In). Etablir alors le sens direct de l'�equivalence.

(2) Une matrice M est dite nilpotente s'il existe un entier k > 1 tel que Mk = 0n.

D�eterminer la valeur de ϕ(M) pour une telle matrice.

(3) Prouver alors le sens r�eciproque. (On pourra penser �a utiliser des matrices �equi-

valentes.)
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Planche 14

Exercice Nd.
Soit E l'ensemble des fonctions continues par morceaux et born�ees sur l'intervalle [0, 1[.

On consid�ere l'application

(f, g) 2 E2 7−→ 

f, g
�

=

∫1
0
f(x)g(x) dx .

Pour tout entier k > 0, on note Ek le sous-ensemble de E form�e des fonctions constantes

sur chaque intervalle de la forme
�
j2−k, (j+ 1)2−k

�
, o�u j 2 {0, . . . , 2k − 1

}
.

(1) Montrer que Ek est un sous-espace vectoriel de E , et donner sa dimension.

(2) Pour un ensemble A, on d�e�nit la fonction IA par les relations IA(x) = 1 pour

x 2 A et IA(x) = 0 pour x 62 A. On pose alors :

f = I[0,1[ , g = I[0,1/2[ − I[1/2,1[

et pour ` > 0 et j 2 {0, . . . , 2` − 1
}
,

g`,j : x 2 [0, 1[ 7−→ 2`/2 g
�
2`x− j

�
.

Quelles sont les valeurs de x pour lesquelles g`,j(x) est non nul ?

(3) Montrer que les �el�ements de

B = {f} [
k−1[
`=0

{
g`,0, . . . , g`,2`−1

}
d�e�nissent une base de Ek telle que

8 (g, h) 2 B2, 

g, h

�
=

{
1 si g = h,

0 si g 6= h.

(4) Soit δ 2 ]0, 1[ et soit

Hδ =
{
f 2 E : 8 (x, y) 2 [0, 1]2,

��f(x) − f(y)
�� 6 |x− y|δ

}
.

Montrer que si f 2 Hδ, alors, pour tout entier k > 0, et tout j 2 {0, . . . , 2k − 1},

f, gk,j

�
6 2−k(δ+1/2)−δ−1 .

Question d’oral
Donner une base de Ek.
Question bonus
Candidats en di�cult�e : montrer que les fonctions de Hδ sont continues ; que valent-elles
lorsque δ > 1 ?

Candidats avanc�es : en quel sens a-t-on

k∑
`=0

2`−1∑
j=0

hf, gl,jigl,j −→ f

quand k tend vers l'in�ni ?
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Planche 15

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Exercice Nb.
On d�e�nit la suite (un)n>0 par la relation de r�ecurrence suivante :

u0 2 R,

un+1 =
1

3

�
u2n − 4

�
pour n > 0.

(1) Pour quelles valeurs de u0 la suite (un) est-elle constante ?

(2) Etudier la convergence de (un) quand u0 > 4, puis quand u0 2 [−3/2, −1/2].

(3) Existe-t-il des valeurs u0 2 R pour lesquelles la suite (un) ne prend que deux

valeurs distinctes ?

Question bonus
Etudier la stabilit�e dans C du 2{cycle correspondant (attractif ou pas).
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Exercice LY/e
Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues [0, 1] → R et T l'application qui �a toute

fonction f 2 E associe la fonction Tf d�e�nie de la mani�ere suivante : pour tout x 2 [0, 1],

Tf(x) =
1

2

 
f

�
x

2

�
+ f

�
x+ 1

2

�!
.

(1) Pour tout entier n > 1, calculer une expression explicite simple de Tn = T � . . .�T ,
l'it�er�ee n fois de T .

(2) Justi�er bri�evement que T est un endomorphisme.

T est-il injectif ?

(3) D�eterminer ses valeurs propres λ telles que |λ| > 1, ainsi que les sous-espaces

propres associ�es.
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Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Exercice LY/c.
On note C0(R) l'espace vectoriel des fonctions continues R→ R. On d�e�nit l'application

Φ sur C0(R) de la mani�ere suivante : l'image de f 2 C0(R) est la fonction g = Φ(f) d�e�nie

par

8x 2 R, g(x) =

∫x
0
f(t) dt .

(1) Montrer que Φ est un endomorphisme.

(2) L'application Φ est-elle surjective, injective ?

(3) Soit γ 2 R. Montrer que g : R→ R est une fonction d�erivable telle que g 0 = γg si

et seulement s'il existe δ 2 R tel que

8x 2 R, g(x) = δ eγx .

On pourra consid�erer �a cet e�et des fonctions de la forme g(x) e−γx.

(4) On dit que f est un vecteur propre de Φ si f n'est pas la fonction nulle et qu'il

existe un r�eel λ 2 R (appel�e valeur propre) tel que Φ(f) = λf. D�eterminer les

vecteurs et valeurs propres de Φ.
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Exercice Pg.
Soient X et Y deux variables al�eatoires �a valeurs r�eelles, non constantes. On observe Y

mais pas X, et s'int�eresse aux pr�edicteurs lin�eaires ~X construits �a partir de Y, de la forme

~X = fα,β(Y) = α+ βY .

On note R(α,β) = E

h�
fα,β(Y)−X

�2i
, et on cherche le point (α�, β�) qui minimise R(α,β).

(1) En consid�erant Var
�
~X− X

�
, d�eterminer la valeur αβ de α minimisant, �a β �x�e, la

quantit�e R(α,β). En d�eduire que

min
(α,β)2R2

R(α,β) = min
β2R

E

h�
gβ(Y) − X

�2i
,

o�u gβ(Y) = E[X] + β
�
Y − E[Y]

�
.

(2) Montrer que si Z = gz(Y) est un pr�edicteur lin�eaire tel que Cov(X − Z, Y) = 0,

alors pour tout autre pr�edicteur lin�eaire ~X = gβ(Y) on a l'�egalit�e :

E

h�
~X− X

�2i
= E

h�
~X− Z

�2i
+ E

h
(Z− X)2

i
.

(3) En d�eduire que le pr�edicteur lin�eaire optimal au sens des moindres carr�es est donn�e

par α� et β� tels que

X� = E[X] +
Cov(X, Y)

Var(Y)

�
Y − E[Y]

�
,

puis calculer le minimum de (α,β) 7→ R(α,β).

(4) On lance deux d�es : on observe leur somme, et on cherche �a estimer la valeur du

premier lancer. Que peut-on proposer ?

Question bonus
A poser n'importe quand au cours de l'oral : que peut-on dire si X et Y sont ind�ependantes

(ou non corr�el�ees) ?
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Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Exercice Gd.
Soit Φ l'application qui �a tout polynôme P(X) associe le polynôme

Φ(P) = P(X) − (X− 1)P 0(X) +
(X− 1)2

2
P 00(X) .

(1) Pour tout entier positif k, montrer que Φ d�e�nit un endomorphisme sur l'espace

Rk[X] des polynômes de degr�e au plus k. D�eterminer son noyau.

(2) On se place dans cette question uniquement dans le cas k = 2 : proposer une base

de R2[X] et donner la matrice de Φ dans cette base.

(3) Quelles sont, en fonction de k, les valeurs propres de Φ ?

Question bonus
Aux moments idoines : donner l'image de Φ ; et, pour v�eri�cation : Φ est-elle diagonal-

isable, si oui, dans quelle base ?
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Exercice RY/b.
Dans cet exercice, on ne consid�ere que des variables al�eatoires discr�etes, i.e., prenant un

nombre �ni x1, . . . , xk de valeurs avec les probabilit�es respectives p1, . . . , pk. Pour une

telle variable al�eatoire X, on d�e�nit

ψX : t 2 R� 7−→ 1

t
logE

h
etX
i
.

(1) Montrer que ψX admet un prolongement par continuit�e sur R et que ce dernier est

d�erivable sur tout R.

(2) Prouver que lorsque tous les xj sont n�egatifs : xj 6 0, on a

8t 2 R+, ψX(t) 6 E[X] +
t

2
E

h
X2
i
.

On pourra commencer par exhiber un majorant de eu lorsque u 6 0.

(3) D�emontrer que lorsque X et Y sont deux variables al�eatoires discr�etes alorsψX = ψY

si et seulement si X et Y ont même loi (i.e., mêmes xj et mêmes pj avec les notations

de l'introduction).

On pourra montrer au pr�ealable que pour tous r�eels y1, . . . , yn, la famille form�ee

par les n fonctions t 7→ eyjt est libre.

(4) Donner alors une condition n�ecessaire et su�sante sur X pour que ψX soit impaire.

Faire ensuite de même pour le cas ψX paire.
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Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Exercice Ga.
Soient a1, . . . , an des nombres r�eels. On appelle matrice de Vandermonde des (ai)16i6n
la matrice

M =

0BBBB@
1 a1 . . . an−1

1

1 a2 . . . an−1
2

...
...

...
...

1 an . . . an−1
n

1CCCCA .
(1) Montrer que la matrice de Vandermonde des (ai)16i6n est inversible si et seule-

ment si les (ai)16i6n sont deux �a deux distincts.

Soit P = Xn+c1X
n−1+c2X

n−2+� � �+cn−1X+cn un polynôme �a coe�cients r�eels admettant

des racines toutes r�eelles et toutes distinctes. Soit

CP =

0BBBBBBB@

0 0 . . . 0 −cn
1 0 . . . 0 −cn−1

0
. . .

. . .
... −cn−2

...
. . . 1 0

...

0 . . . 0 1 −c1

1CCCCCCCA
,

et soit D la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont les racines de P.

(2) Montrer qu'il existe une matrice H de Vandermonde telle que HCP = DH.

(3) Quelles sont les valeurs propres de CP ?

Question bonus
A quelle condition une matrice de Vandermonde M est-elle orthogonale, i.e., v�eri�e-t-elle

M−1 = MT ?
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Exercice PiN.
Soit un r�eel α > 1 et soit X1, . . . , Xn un n{�echantillon de variables al�eatoires �a valeurs

enti�eres strictement positives, de loi commune celle de la variable al�eatoire X suivante :

8 i > 1, P{X = i} =
c(α)

iα
,

o�u c(α) est choisi judicieusement.

(1) Exprimer c(α) �a l'aide d'une s�erie. Pour quelles valeurs de α la variable X admet-

elle une esp�erance �nie ?

(2) On note Cn = Card {X1, . . . , Xn} le nombre de valeurs di��erentes dans l'�echantillon

X1, . . . , Xn ; montrer que

E
�
Cn
�
=

∞∑
i=1

1−

�
1−

c(α)

iα

�n
.

(3) Montrer que l'int�egrale ∫∞
0

1− exp(−u)

u1+1/α
du

est convergente.

(4) On d�e�nit

A(α,n) =

∫nc(α)

0

1− exp(−u)

u1+1/α
du .

Montrer que

E
�
Cn
�
>
A(α,n)

α

�
c(α)n

�1/α
.

On pourra utiliser l'in�egalit�e (1−x)n 6 exp(−nx) en pr�ecisant pour quelles valeurs

de x elle est vraie.
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Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Exercice Y/e
On appelle polynôme trigonom�etrique de degr�e n 2 N toute fonction R → R de la forme

suivante : il existe des r�eels a0, . . . , an et b0, . . . , bn tels que pour tout x 2 R,

f(x) =

n∑
k=0

ak cos(kx) + bk sin(kx) .

(1) Montrer que lorsqu'un tel polynôme trigonom�etrique f de degr�e n > 1 s'annule en

2n+ 1 points distincts de [0, 2π[, alors c'est la fonction nulle, et qu'en particulier,

ak = bk = 0 pour tout k = 1, . . . , n.

Indication : on pourra commencer par se ramener �a un polynôme ad�equat en eix

de degr�e 2n.

On veut montrer l'in�egalit�e suivante (in�egalit�e de Bernstein) : pour tout polynôme

trigonom�etrique f de degr�e n 2 N,
sup
x2R

��f 0(x)�� 6 n sup
x2R

��f(x)�� .
Pour n > 1, on va utiliser �a cet e�et un raisonnement par l'absurde.

(2) On suppose dans un premier temps que f v�eri�e l'�egalit�e et l'in�egalit�e stricte

suivantes :

f 0(0) = sup
x2R

��f 0(x)�� > n sup
x2R

��f(x)��
et on d�e�nit une fonction g : R→ R de la mani�ere suivante : pour tout x 2 R,

g(x) =
f 0(0)

n
sin(nx) − f(x) .

(a) Montrer que g s'annule au moins 2n fois sur [0, 2π[. On pourra consid�erer les

points de la forme (2k+ 1)π/(2n).

(b) Montrer que g 0 s'annule au moins 2n − 1 fois sur ]0, 2π[ et donc 2n + 1 fois

sur [0, 2π].

(c) Montrer que g 00(0) = 0 et que g 00 s'annule �egalement 2n fois sur ]0, 2π[. En

d�eduire une contradiction.

(3) Etablir alors l'in�egalit�e de Bernstein.

Question d’oral
Question (1) : a-t-on n�ecessairement a0 = b0 = 0 ?

Si le candidat n'y pense pas spontan�ement, au niveau de la question (3) : l'in�egalit�e est-elle

vraie lorsque n = 0 ?
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Exercice Pb.
On �xe un entier k > 2 et une loi de probabilit�e p = (p1, . . . , pk) sur {1, . . . , k}. On

consid�ere n variables al�eatoires X1, . . . , Xn ind�ependantes et identiquement distribu�ees

selon p.

(1) Pour tout j 2 {1, . . . , k}, on d�e�nit Nj comme le nombre de Xt �egaux �a j :

Nj = Card
{
t 2 {1, . . . , n} : Xt = j

}
.

Pr�eciser la loi de chaque Nj.

Les variables al�eatoires N1, . . . ,Nk sont-elles ind�ependantes ?

(2) Pour les m 2 {0, 1, . . . , n}, on d�e�nit alors Sm comme l'ensemble des nombres

apparaissant exactement m fois dans l'�echantillon X1, . . . , Xn :

Sm =
{
j 2 {1, . . . , k} : Nj = m

}
.

A partir de chaque Sm, on d�e�nit deux variables al�eatoires :

Cm = CardSm et Mm =
∑
j2Sm

pj .

Calculer E[Cm] et E[Mm] en fonction de p, n, k et m.

(3) Montrer que pour tout m 2 {0, 1, . . . , n− 1}, on a

E[Mm] =
m+ 1

n−m

�
E[Cm+1] − E[Mm+1]

�
.
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Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demi-heure

environ.

Le jury reviendra sur toutes les questions, y compris celles que vous n'auriez pas eu le

temps d'aborder pendant la pr�eparation, et vous donnera des indications le cas �ech�eant.

Il vous rappelle que c'est �a vous de g�erer le temps durant la pr�esentation orale.
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Exercice Y/f
On �etudie la fonction suivante :

f : (x, y) 2 R2 7−→ x2y2 + x2 + y2 − 2a xy ,

pour un param�etre a > 0.

(1) La fonction f admet-elle un maximum global ?

(2) Dans les cas a = 0 et a = 1, montrer que f admet un unique minimum global, �a

d�eterminer.

Montrer que cela est vrai en fait pour tout a 2 [0, 1].

(3) On se place d�esormais dans le cas a > 1. Montrer que si un minimum global existe,

alors n�ecessairement il est sur la diagonale ou l'anti-diagonale de R2, id est, dans

l'ensemble

Γ =
{
(x, x), x 2 R} [ {(x,−x), x 2 R} .

En d�eduire trois points candidats possibles.

(4) Montrer �nalement l'existence d'un minimum global et donner sa valeur.

On pourra commencer par montrer que f(x, y) > 0 en dehors du disque (ferm�e) de

rayon a et de centre (0, 0) et appliquer l'extension suivante du th�eor�eme des valeurs

interm�ediaires aux fonctions continues g d�e�nies sur R2 : g admet un minimum

mK et un maximumMK sur tous les disques (ferm�es) centr�es en (0, 0) et de rayon

K 2 R+.

Question d’oral
Comment traiter le cas a 6 0 ?
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Exercice GfN.
Soit un entier n > 1 et soit φ : Rn[X]→ Rn[X] l'application d�e�nie par

8 P 2 Rn[X], φ(P) =
1

2

�
P(X) + P(X+ 1)

�
.

(1) Montrer que φ est un isomorphisme.

Dans la suite, pour tout entier 0 6 k 6 n, on note

Qk(X) = φ−1
�
Xk
�
.

(2) Calculer Q0, Q1 et Q2. Montrer que Q 0
k = kQk−1.

(3) Prouver que

Qk(X+ 1) −Qk(X) =

k−1∑
j=0

 
k

j

!
Qj

et en d�eduire que

Qk = Xk −
1

2

k−1∑
j=0

 
k

j

!
Qj .

(4) Calculer Q3 et Q4.

Question bonus
Montrer que Qk(1 − X) = (−1)kQk(X). En d�eduire que Qk est divisible par 2X − 1 si k

est impair, et par X(X− 1) si k est pair.
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