
Planche 1

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
Pour tout entier n � 1, on pose

In =

∫1

0

�
ln(1 + x)

�n
dx

et on �etudie ici la suite (In).

(1) Justi�er l'existence des int�egrales d�e�nissant les In.

(2) Montrer que (In) est d�ecroissante et qu'elle converge vers une limite �a pr�eciser.

(3) Trouver une relation de r�ecurrence entre In+1 et In, pour tout n � 1.

(4) Conclure que In = o
�
(ln 2)n

�
et donner un �equivalent de In.

Exercice 2.
Un marcheur se d�eplace le long d'une rue rectiligne. Il avance pas par pas avec probabilit�e

1/2 d'avancer vers la droite ou vers la gauche.

(1) D�eterminer la probabilit�e que le marcheur revienne exactement �a son point de

d�epart au bout de n pas, o�u n 2 N�.

(2) Le marcheur a �a pr�esent quatre directions possibles �equiprobables (Est, Ouest,

Nord et Sud). R�epondre �a nouveau �a la question pr�ec�edente.

Remarque : on n'obtiendra pas n�ecessairement d'expression simpli��ee des probabilit�es en

question, c'est la m�ethode de r�esolution qui compte ici.
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Planche 2

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
On consid�ere la suite (un) d�e�nie par la donn�ee de u0 2 C et la relation de r�ecurrence

un+1 =
un + |un|

2
.

(1) Etudier (un) lorsque u0 2 R.
(2) On suppose d�esormais que u0 2 C\R.

Montrer que pour tout n � 0, il existe un unique couple

(rn, θn) 2 R�
+�
�
] − π, 0[[ ]0, π[

�
tel que un = rn eiθn ;

on pr�ecisera une relation de r�ecurrence entre (rn+1, θn+1) et (rn, θn) pour tout

n � 0.

En d�eduire une expression explicite de θn en fonction de θ0 et n.

(3) En admettant que pour tout α 2 R, 2 sinα cosα = sin (2α), montrer que (rn sin θn)

est une suite g�eom�etrique, de raison �a pr�eciser.

En d�eduire une expression explicite de rn sin θn en fonction de n, θ0 et r0.

(4) On dit qu'une suite (vn) d'�elements de C converge vers v lorsque les suites des

parties imaginaires et r�eelles (Re(un)) et (Im(un)) convergent respectivement vers

Re(v) et Im(v).

Conclure ici que (un) converge, vers une limite �a pr�eciser.

Exercice 2.
On �xe un entier n � 2. Soit f un endomorphisme de Rn dont la matrice A 2 Mn (R)

dans la base canonique de Rn ne comporte que des 1 sur la premi�ere ligne et la premi�ere

colonne et des 0 partout ailleurs.

(1) D�eterminer une base du noyau et une base de l'image de f.

(2) D�eterminer les valeurs propres de f et une base B de vecteurs propres de f.

Soit g l'endomorphisme de Rn dont la matrice dans la base canonique de Rn est

P =
1

n − 1

�
A2 − A

�
.

(3) Montrer que B est aussi une base de vecteurs propres de g.

(4) Donner les valeurs propres de g et pr�eciser P2 en fonction de P.
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Planche 3

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
On consid�ere une fonction g : R → R d�erivable, avec une d�eriv�ee born�ee : il existe M � 0

tel que pour tout x 2 R, |g 0(x)| � M. Pour ε > 0, on note fε : R → R la fonction d�e�nie

par fε(x) = x + εg(x).

(1) Montrer qu'il existe ε0 > 0 tel que pour tout ε � ε0, fε est strictement croissante.

(2) Prouver alors que pour ε � ε0, fε est une bijection de R sur R.

Exercice 2.
Soit X une variable al�eatoire r�eelle suivant la loi normale centr�ee et r�eduite. On note ϕ sa

densit�e et Φ sa fonction de r�epartition. Soit c un r�eel et g la fonction d�e�nie par

g(x) = c ϕ(x)Φ(x)

pour tout x r�eel.

(1) Trouver une relation entre Φ(x) et Φ(−x).

(2) D�eterminer c pour que g soit une densit�e de probabilit�e d'une variable al�eatoire Y.

(3) Calculer l'esp�erance et la variance de Y.
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Planche 4

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
Pour n � 2 et des r�eels a1, . . . , an, on consid�ere la matrice de Mn(R) d�e�nie par

M =

2
666666664

a1 a2 � � � � � � an

1 0 � � � � � � 0

0 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 � � � 0 1 0

3
777777775

(1) Discuter le rang de M en fonction des ak.

(2) Montrer que λ 2 R est valeur propre de M si et seulement si

P(λ) = λn − a1λ
n−1 − a2λ

n−2 − . . . − an = 0 ;

exhiber �egalement une base du sous-espace propre associ�e et pr�eciser sa dimension.

(3) En d�eduire que

{ la matrice M est diagonalisable si et seulement si P admet n racines distinctes ;

{ si an � 0, alors M admet au moins une valeur propre positive.

Exercice 2.
Soit une variable al�eatoire X de densit�e de probabilit�e

f(x) =

{
k x si x 2 [1, 4],

0 sinon.

(1) D�eterminer la constante k.

(2) D�eterminer la loi de la variable Y = (X − 2)2.
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Planche 5

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
Pour n � 2, on consid�ere deux matrices A 2Mn(R) et

Λ =

"
λ1 λ2

λ3 λ4

#
2M2(R)

toutes deux diagonalisables. On veut montrer que la matrice d�e�nie par blocs

B =

"
λ1A λ2A

λ3A λ4A

#
2M2n(R)

est �egalement diagonalisable.

(1) Montrer que la dimension du noyau de B est au moins deux fois celle du noyau

de A. On pourra par exemple remarquer que si u = (u1, . . . , un) 2 KerA, alors le

vecteur (u1, . . . , un, 0, . . . , 0) 2 KerB.

(2) Montrer que tout vecteur propre v de A permet de construire deux vecteurs propres

lin�eairement ind�ependants de B, que l'on pourra chercher sous la forme (αv, βv),

pour α, β deux r�eels.

(3) Prouver alors que B est diagonalisable.

Exercice 2.

(1) Montrer que
n∑

k=2

1

k
� ln (n) .

Soit (un)n�0 la suite d�e�nie par u0 > 0 et pour tout n 2 N,

un+1 = un +
1

un
.

On pose vn = u2
n pour tout n.

(2) Montrer que pour tout n 2 N�,

2 � vn+1 − vn � 2 +
1

2n
.

(3) Prouver que lorsque n → ∞,

un ∼
p

2n .
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Planche 6

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
On rappelle l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz : lorsque Y et Z sont deux variables al�eatoires

r�eelles, on a

E
���Y Z

��� � qE [Y2]
q
E [Z2] .

Soit X une variable al�eatoire r�eelle ; on suppose qu'elle admet un moment d'ordre deux.

(1) Montrer que X admet �egalement un moment d'ordre un ; sa variance est donc

d�e�nie, on la note VarX.

(2) Rappeler l'in�egalit�e de Tchebychev, qui majore

P

���X − E[X]
�� � ε

�
pour tout ε > 0.

(3) Prouver l'in�egalit�e de Tchebychev-Cantelli,

P

�
X − E[X] � ε

�
� VarX

VarX + ε2

pour tout ε > 0.

On pourra appliquer l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz �a

(ε + E[X] − X) I{X<E[X]+ε} o�u I{X<E[X]+ε} =

{
1 si X < E[X] + ε,

0 si X � E[X] + ε.

(4) D�eduire de la question pr�ec�edente une majoration de

P

���X − E[X]
�� � ε

�
.

(5) On veut comparer les majorations d�ecoulant de (2) et (3) pour la quantit�e

P

�
X − E[X] � ε

�
et celles obtenues en (2) et (4) pour la quantit�e

P

���X − E[X]
�� � ε

�
.

Quelle est, dans chaque cas, la meilleure ?

Exercice 2.
Pour k 2 N, on note fk les fonctions d�e�nies sur R par

fk (x) = xk exp(x)

pour tout x r�eel. On note Ek l'espace vectoriel engendr�e par f0, f1, ..., fk.

(1) Montrer que (f0, f1, ..., fk) est une base de Ek.

On se place d�esormais dans E3 et on consid�ere l'application d�e�nie, pour tout f 2 E3, par

Φ (f) = f000 − 2f00 + f0 .

(2) Montrer que Φ est un endomorphisme de E3.

(3) Φ est-il diagonalisable?

(4) Montrer que ImΦ = KerΦ.

Epreuves orales de math�ematiques 2007, concours d'entr�ee �a l'Ecole normale sup�erieure, voie B/L



Planche 7

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
On consid�ere la suite (un) d�e�nie par r�ecurrence comme suit. On part de u1 2 ]0, 1] et

pour n � 1,

un+1 = fn(un) o�u fn(x) =
x

1 + nx2
.

(1) Montrer que (un) est une suite convergente, on note ` sa limite.

Prouver que ` = 0, par exemple en e�ectuant un raisonnement par l'absurde.

(2) En �etudiant les variations des fonctions fn pour n � 1, montrer que pour tout

n � 2, on a un � 1/n.

(3) En d�eduire que (nun)n�2 est une suite croissante ; montrer qu'elle admet une

limite 0 < ` 0 � 1.

(4) Prouver que pour tout n � 2, un > 0 et

1

un+1
−

1

un
= nun ;

en tirer la valeur de ` 0.

Exercice 2.
Paul a dans sa poche deux bô�tes d'allumettes indiscernables ; l'une contient 5 allumettes,

l'autre 2. Il choisit au hasard une des bô�tes, allume sa cigarette avec une seule allumette,

puis remet la bô�te dans sa poche si elle n'est pas vide, ou la jette lorsqu'elle est vide.

Soit X la variable al�eatoire repr�esentant le nombre de cigarettes allum�ees avant de jeter

une des deux bô�tes.

(1) D�eterminer la loi de X.

(2) Calculer l'esp�erance de X.
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Planche 8

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
Soit U une variable al�eatoire de loi uniforme sur [0, 1].

(1) Calculer, pour λ > 0, la fonction de r�epartition de la variable al�eatoire

X = −
1

λ
lnU

et en d�eduire sa loi.

On consid�ere jusqu'�a la �n de l'exercice une variable al�eatoire Y de loi donn�ee par une

densit�e f continue sur R, sauf peut-être en 0 ; on suppose que f = 0 sur R�
− et f > 0

sur R�
+.

(2) Montrer que sa fonction de r�epartition F e�ectue une bijection R+ → [0, 1[, d'inverse

not�e F−1.

(3) On d�e�nit F−1(1) = 0 : d�eterminer la loi de F−1(U).

(4) D�eterminer F−1(U) lorsque Y suit une loi exponentielle de param�etre λ > 0. Com-

parer �a ce que proposait la question (1) et commenter.

Exercice 2.
Soit E l'ensemble des applications f de classe C2 sur R telles que

8x 2 R, x2 f00(x) − 4x f0(x) + 6 f(x) = 0 .

(1) Montrer que E est un R−espace vectoriel.

(2) Supposons qu'il existe un polynôme P de degr�e n � 2 dans E : montrer que n vaut

2 ou 3.

(3) En d�eduire les polynômes �el�ements de E.

(4) Pour un �el�ement f 2 E �x�e, on d�e�nit la fonction g par

8x 2 R�, g(x) =
f(x)

x2
.

Montrer que g est de classe C2 sur R�, puis que g00 est nulle.

(5) En d�eduire une base de E et la dimension de E.
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Planche 9

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
On dispose d'une urne contenant n � 2 boules num�erot�ees 1, 2, . . . , n. On e�ectue des

tirages successifs au hasard et avec remise, not�es X1, X2, . . . ; et on s'int�eresse �a la loi du

premier temps T o�u chacune des boules aura �et�e tir�ee au moins une fois. On note par

ailleurs Sk, pour tout entier k � 1, le nombre de boules di��erentes vues entre le premier

et le k-i�eme tirage compris.

(1) Quelle est la probabilit�e que X1 = X2 ?

(2) D�eterminer P(Sn = n) et en d�eduire P(T = `) pour tout entier ` � n.

(3) Dans le cas n = 2, d�eterminer la loi de T .

(4) Montrer que pour tout n � 2, l'esp�erance de T vaut

E[T ] = 1 +
n

n − 1
+

n

n − 2
+ . . . +

n

2
+ n .

Exercice 2.
Soit une suite d'applications (fn)n�0 d�e�nies sur [0, π/4] par

f0(x) = x

et pour tout n 2 N,
fn+1(x) =

∫x

0

�
1 + f2

n(t)
�
dt .

(1) Montrer pour tout n � 0, que fn est une fonction polynômiale, de degr�e �a pr�eciser.

(2) x �etant �x�e dans [0, π/4], montrer que la suite (fn(x))n�0 est croissante et major�ee

par le r�eel tan(x). Qu'en d�eduire ?

(3) Montrer que pour tout x 2 [0, π/4], 1 � f 0n(x) � 2.
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Planche 10

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
On consid�ere un espace vectoriel E et deux endomorphismes f et g non nuls tels que

E = Im f + Img = Ker f + Kerg .

(1) Donner un exemple de telle situation.

(2) Lorsque E est de dimension �nie, montrer que les sommes ci-dessus sont en fait

directes.

(3) Montrer que cela n'est pas n�ecessairement le cas lorsque E est de dimension in�nie.

On pourra par exemple consid�erer l'espace vectoriel des polynômes E = R[X] et f

d�e�ni par f(P) = P(0).

Exercice 2.
On veut consid�erer la fonction f telle que

f (x) =

∫3x

x

exp (−t)

t
dt

pour tout x 2 ]0,+∞[.

(1) Montrer que f est bien d�e�nie sur ]0,+∞[.

(2) Montrer que f est d�erivable sur ]0,+∞[ et donner sa d�eriv�ee.

(3) Montrer que f admet un prolongement par continuit�e en 0 et �etudier la d�erivabilit�e

de ce prolongement en 0.

(4) Etudier la branche in�nie de f et tracer l'allure de la courbe repr�esentative de f.
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Planche 11

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
On �xe un entier n � 2 ; pour tout couple de r�eels a et b, on consid�ere la matrice

Ma,b =

2
6666664

a b � � � b

b a
. . .

...
...

. . .
. . . b

b � � � b a

3
7777775
2Mn(R).

(1) D�eterminer le rang de Ma,b en fonction de a et b.

(2) Dans cette question uniquement, on suppose que a = 1 et que b est donn�e par

une variable al�eatoire B uniforme sur {1, . . . , n} ; quelle est la probabilit�e pour que

Ma,B soit inversible ?

(3) Montrer que pour tout couple (a, b) la matrice Ma,b est diagonalisable. Pr�eciser

valeurs propres et sous-espaces propres associ�es.

Exercice 2.
Soit f : R2 → R d�e�nie par

f(x, y) = x3 + y3 − 3xy + 1

pour tout (x, y) 2 R2.

(1) Calculer les d�eriv�ees partielles d'ordre 1 et d'ordre 2 de f.

(2) D�eterminer les points de R2 susceptibles d'être des extrema de f.

(3) Soit t > 0 �x�e. Etudier les extrema de Ft, o�u Ft est la restriction de f �a la droite

d'�equation y = tx.

(4) En d�eduire les extrema (absolus) de f.
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Planche 12

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
Soit X une variable al�eatoire sur N� = {1, 2, 3, . . .}. On dit que X est sans m�emoire lorsque

pour tous entiers n1, n2 � 0, on a

P (X > n2) = P
�
X > n1 + n2

�� X > n1
�

.

(1) Montrer que si X suit la loi g�eom�etrique de param�etre p 2 ]0, 1[, alors X est sans

m�emoire.

Pourquoi s'attendait-on �a cela ? (Penser �a une interpr�etation de la loi g�eom�etrique.)

(2) Montrer que si X est sans m�emoire, alors elle suit n�ecessairement une loi g�eom�etrique.

Soit Y une variable al�eatoire, de loi admettant une densit�e f telle que f = 0 sur ]−∞, 0[ et

f > 0 sur [0,+∞[. On dit que Y est sans m�emoire lorsque pour tous r�eels t1, t2 > 0, on a

P (Y > t2) = P
�
Y > t1 + t2

�� Y > t1
�

.

Pour t r�eel, on note G(t) = P(Y > t).

(3) Montrer que si Y suit une loi exponentielle de param�etre λ > 0, alors elle est sans

m�emoire.

On veut montrer que Y suit en fait n�ecessairement une loi exponentielle.

(4) Reformuler la propri�et�e d'absence de m�emoire �a l'aide de G. Montrer que pour

tout t > 0 et n 2 N, on a G(nt) = (G(t))n.

(5) En d�eduire que pour tous entiers p � 0 et q � 1, on a

G (p/q) = (G(1))p/q = exp

�
p

q
lnG(1)

�
.

(6) Conclure qu'il existe λ > 0 tel que pour tout t > 0, on a

G(t) = exp (−λt)

et qu'ainsi, Y suit une loi exponentielle de param�etre λ > 0.

Exercice 2.
Soit E l'ensemble des endomorphismes de Cn. Supposons que des �el�ements f1, f2, . . . , fp

de E v�eri�ent

(i) f1 6= 0E, . . . , fp 6= 0E,

(ii) f1 + f2 + ... + fp = I o�u I est l'application identit�e,

(iii) fi � fj = 0 pour i 6= j avec (i, j) 2 {1, . . . , p}2 .

Pour (α1, α2, . . . , αp) 2 Cp �x�es, on pose

f = α1f1 + α2f2 + . . . + αpfp .

(1) Montrer que pour tout i 2 {1, . . . , p}, on a fi � fi = fi.

(2) Calculer fk, pour tout entier k � 1.

(3) Montrer que {f1, f2, . . . , fp} forme une famille libre de E.

(4) Montrer que α1, α2, . . . , αp sont valeurs propres de f.
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Planche 13

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
On consid�ere une suite (bn) d'entiers strictement positifs et on lui associe la suite de

polynômes (Pn) d�e�nis, pour n � 2, par

Pn(X) = Xn −
�
b1X

n−1 + . . . + bn−1X + bn

�
.

(1) Montrer que Pn admet une racine dans ]0, +∞[.

(2) Montrer que cette racine est unique, on la note λn. (On pourra par exemple

proc�eder �a un raisonnement par r�ecurrence, en formulant soigneusement l'hypoth�ese

d'induction.)

(3) Montrer que la suite (λn) est croissante.

(4) Montrer que (λn) converge lorsque bj = 1 pour tout j � 1.

Exercice 2.
Soient f et g deux densit�es de probabilit�e sur R, nulles sur ]−∞, 0[ et continues sur [0,+∞[.

On note F et G les fonctions de r�epartition associ�ees ; elles sont d�e�nies par

F(x) =

∫x

0
f(t)dt et G(x) =

∫x

0
g(t)dt

pour tout x � 0.

On suppose que g(x) > 0 pour tout x > 0 et que ϕ = f/g est une fonction croissante sur

]0,+∞[.

(1) Discuter le signe de ϕ − 1 sur ]0,+∞[.

(2) Etudier les variations de H = F − G sur [0,+∞[.

(3) En d�eduire que pour tout x r�eel, on a F(x) � G(x).

(4) Pour n 2 N�, on consid�ere la densit�e de probabilit�e fn : R → R d�e�nie par

fn(x) =


xn−1

(n − 1) !
e−x si x � 0

0 sinon ;

et on note Fn la fonction de r�epartition associ�ee. Montrer que pour tout n � 1 et

pour tout x r�eel, on a Fn+1(x) � Fn(x).
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Planche 14

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
Pour trois r�eels a, b, c, on consid�ere le syst�eme lin�eaire suivant, d'inconnues x, y, z,

ay + bx = c

cx + az = b

bz + cy = a

Montrer que la solution est unique si et seulement si abc 6= 0, et exhiber dans ce cas le

triplet solution.

Discuter le nombre et la forme des solutions lorsque abc = 0.

Exercice 2.

(1) Montrer que pour tout r�eel x > 0, on a

x + 1 < ex < x ex + 1 .

(2) Posons u0 = 1 et pour tout n � 0,

un+1 = ln

�
eun − 1

un

�
.

Montrer que la suite (un)n�0 est bien d�e�nie ; et qu'elle est monotone.

(3) Prouver que

lim
n→+∞ un = 0

et que

lim
n→+∞ un+1

un
=

1

2
.
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Planche 15

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
On dispose n � 2 boules dans une urne, num�erot�ees 1, 2, . . . , n. Un premier joueur

e�ectue des tirages sans remise (et au hasard chaque fois parmi les boules restants) jusqu'au

premier tour X1 o�u il tire la boule n.

(1) Montrer que X1 suit une loi uniforme ; pr�eciser son esp�erance.

Un second joueur entre alors en sc�ene, et deux situations vont être consid�er�ees.

(2) Dans le premier cas, ce joueur e�ectue X2 tirages jusqu'�a obtenir la boule de plus

grand num�ero parmi les boules restantes (on pose X2 = 0 lorsqu'il ne reste plus de

boules dans l'urne).

(a) D�eterminer la loi de X2 conditionnellement �a l'�ev�enement X1 = k, pour tout

k = 1, . . . , n (i.e., d�eterminer, pour tout `, P(X2 = ` | X1 = k)).

(b) X2 est-elle ind�ependante de X1 ?

(c) Calculer l'esp�erance de X2.

(3) Dans le second cas, et toujours s'il reste au moins une boule dans l'urne, le second

joueur tire simplement une boule au hasard, dont on note X3 le num�ero.

(a) Comment d�e�nir X3 lorsqu'il n'y a plus de boules dans l'urne, de sorte que

X3 soit ind�ependante de X1 ? On pourra commencer par d�eterminer la loi

conditionnelle de X3 par rapport �a tous les �ev�enements X1 = k, k � n − 1.

(b) Quelles sont alors la loi et l'esp�erance de X3 ?

Exercice 2.
On veut consid�erer la fonction f telle que

f (x) =
2x + 1

x2 + 1
+ 2 arctan

�
1 − x

1 + x

�

pour tout x 2 ]−∞,−1[ [ ]−1,+∞[.

(1) Montrer que f est bien d�e�nie sur ]−∞,−1[ [ ]−1,+∞[.

(2) Montrer que f admet un prolongement par continuit�e f− : ]−∞,−1] → R en −1 �a

gauche ; et un prolongement par continuit�e f+ : [−1,+∞[ → R en −1 �a droite.

(3) Calculer f0(x) pour tout x 2 ]−∞,−1[ [ ]−1,+∞[.

(4) Etudier la d�erivabilit�e en −1 de f+ et de f−.

(5) D�eterminer le sens de variation de f sur ]−∞,−1[ [ ]−1,+∞[ ; puis en dresser le

tableau de variation.

(6) Donner l'allure de la courbe repr�esentative de f.
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Planche 16

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
Soit f : [0, 1] −→ R une fonction continue. On consid�ere la suite (un) d�e�nie, pour n � 1,

par

un =

n∏
k=1

�
1 +

1

n
f

�
k

n

��

et on cherche �a montrer qu'elle converge vers une limite �a d�eterminer.

(1) Montrer qu'�a partir d'un certain rang n0, on a pour tout n � n0 et pour tout

k = 1, . . . , n, ���� 1n f

�
k

n

����� � 1

2
.

(2) Montrer que pour tout u 2 [−1/2, 1/2], on a les in�egalit�es 0 � u − ln(1 + u) � u2.

(3) Montrer que (lnun)n�n0 est d�e�nie, et conclure.

Exercice 2.
Un pêcheur assidu est prêt �a passer le temps qu'il faudra au bord d'un lac pour pêcher N

poissons de son esp�ece favorite, la truite fario. Soit p la proportion de cette esp�ece dans

le lac parmi la population totale (on pourra raisonner comme si cette population totale

�etait in�nie).

(1) Soit T le nombre de poissons pêch�es pour obtenir une premi�ere truite fario : ex-

pliciter la loi de T .

(2) Soit TN le nombre de poissons qu'il faudra pêcher pour r�ealiser son objectif :

calculer E[TN].

(3) Evaluer le nombre de poissons qu'il va devoir pêcher pour que la probabilit�e qu'il

r�ealise son objectif soit voisine de 5%.

On donne
1p
2π

∫+∞
1,64

e−x2/2 dx = 0,05 .
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Planche 17

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
On dit qu'une suite (An) de matrices An =

h
A

(i,j)
n

i
i,j

tend vers une matrice A lorsque,

pour tout couple (i, j), on a A
(i,j)
n → A(i,j).

Soit α un nombre r�eel. On veut montrer que la suite (An) des matrices d�e�nies, pour

n � 1, par An = (Bn)n avec

Bn =

"
1 α

n

−α
n 1

#
,

converge, vers une limite �a pr�eciser.

(1) Traiter le cas α = 0. On suppose α 6= 0 pour la suite des questions.

(2) Montrer que l'on peut �ecrire chaque Bn sous la forme

Bn = ρn

"
cosϕn sinϕn

− sinϕn cosϕn

#
,

o�u l'on caract�erisera ρn et ϕn en fonction de α et n.

(3) En d�eduire que

An = (ρn)n

"
cos (nϕn) sin (nϕn)

− sin (nϕn) cos (nϕn)

#
.

(4) Montrer que (ρn)n → 1.

(5) Conclure �a la convergence de (An), et pr�eciser la limite.

Exercice 2.
Soient f : R2 → R une fonction de classe C2 ; u : R → R et v : R → R deux fonctions

d�erivables sur R.

On admettra que ϕ : R → R d�e�nie pour tout t 2 R par

ϕ(t) = f
�
u(t), v(t)

�
est d�erivable sur R, de d�eriv�ee, pour tout t 2 R,

ϕ0(t) = u0(t)
∂f

∂x

�
u(t), v(t)

�
+ v0(t)

∂f

∂y

�
u(t), v(t)

�
.

On �xe deux r�eels a, b. Pour un param�etre m 2 R, on consid�ere les fonctions u et vm

d�e�nies pour tout t 2 R par

u(t) = a + t et vm(t) = b + mt ,

et on note ϕm la fonction d�e�nie par

ϕm(t) = f
�
u(t), vm(t)

�
= f

�
a + t, b + mt

�
.
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(1) Calculer ϕ0
m et ϕ00

m en fonction des d�eriv�ees partielles d'ordre 1 et 2 de f.

On supposera dor�enavant que f v�eri�e les trois propri�et�es suivantes,

∂f

∂x
(a, b) =

∂f

∂y
(a, b) = 0(H1)

8(x, y) 2 R2,
∂2f

∂y2
(x, y) > 0(H2)

8(x, y) 2 R2,

 
∂2f

∂y∂x
(x, y)

!2

−
∂2f

∂x2
(x, y)

∂2f

∂y2
(x, y) � 0(H3)

(2) Commenter l'hypoth�ese (H1).

(3) Montrer en utilisant (H2) et (H3) que ϕ00
m � 0.

(4) En d�eduire les variations de ϕm.

(5) Montrer que f admet au point (a, b) un minimum absolu.
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Planche 18

Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.
Soit (hn) une suite de nombres r�eels strictement positifs. On consid�ere la suite (Jn)

d'int�egrales d�e�nies, pour n � 1, par

Jn =

∫1

0

1

1 + xhn
dx ;

on introduit �egalement la suite (In) d'int�egrales

In =

∫1

0
fn(x)dx o�u 8x 2 [0, 1], fn(x) =

1

(1 + x)

�
1 +

x

2

�
� � �
�

1 +
x

n

� .

(1) Calculer, pour tout n, la valeur de Jn.

En d�eduire que lorsque hn → ∞, alors Jn → 0.

(2) Montrer que pour une suite (hn) bien choisie, on a In � Jn et conclure que In → 0.

(3) Calculer et encadrer la d�eriv�ee de la fonction − ln fn, et en d�eduire que pour tout

x 2 [0, 1],

e−un x � fn(x) � e−vn x

o�u (un) et (vn) sont deux suites �a pr�eciser, telles que un ∼ lnn et vn ∼ lnn.

(4) En d�eduire un encadrement de In en fonction de un et vn ; conclure �a l'�equivalent

In ∼ 1/(lnn).

Exercice 2.
Soit n 2 N�. On consid�ere la fonction fn : R → R d�e�nie par

fn(x) =

 xn−1

(n − 1) !
e−x si x � 0

0 sinon.

(1) V�eri�er que fn est une densit�e de probabilit�e.

On notera dor�enavant X une variable al�eatoire r�eelle de loi de densit�e fn.

(2) Calculer E[X].

(3) Calculer

Ψ(λ) = ln

�
E

�
e

−λ
�
X−E[X]

���
pour tout r�eel λ > 0.

(4) V�eri�er que

Ψ(λ) � nλ2

2
pour tout r�eel λ > 0.
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(5) Montrer que pour tout λ > 0 et tout x > 0,

P

�
E[X] − X � x

�
� e−λx+Ψ(λ) .

(6) En d�eduire que pour tout x > 0,

P

�
E[X] − X � x

�
� exp

 
−

x2

2n

!
.

Dans cet exercice, on pourra utiliser (sans la d�emontrer) l'in�egalit�e de Markov pour une

variable al�eatoire Y positive, admettant une esp�erance :

P

�
Y � t

�
� E[Y]

t

pour tout r�eel t > 0.
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Vous traiterez les exercices suivants et les pr�esenterez tous deux, dans l'ordre de votre

choix. Le temps de pr�eparation est d'une heure ; l'interrogation durera une demie-heure.

Exercice 1.

(1) Pour un r�eel t > 0 et un entier n � 0, montrer que la fonction

ϕn,t : y 2 [0, t] 7−→ y(t − y)n

admet un maximum, que l'on pr�ecisera.

(2) On consid�ere la fonction f2 d�e�nie sur R
2 par f2(x, y) = xy. Montrer que f2 admet

un maximum �a d�eterminer sur le segment A2,t = {(x, y) : x+y = t, x � 0 et y � 0},

o�u t > 0 est un r�eel �x�e. On note M2,t ce maximum.

(3) Pour tout n � 2, on introduit la fonction

fn : (x1, x2, . . . , xn) 7−→ x1 x2 . . . xn ;

montrer par r�ecurrence que pour tout t > 0, la fonction fn admet un maximum

Mn,t (�a d�eterminer) sur l'ensemble

An,t =
{

(x1, x2, . . . , xn) : x1 + . . . + xn = t et pour tout i, xi � 0
}

.

Exercice 2.
Consid�erons le polynôme

P (X) =

n∑
p=0

 
2n + 1

2p + 1

!
(−1)p Xn−p .

On pose pour tout k 2 {1, ..., n},

xk =
1

tan2
�

kπ
2n+1

� .

(1) Montrer que les xk sont deux �a deux distincts.

(2) Indiquer le degr�e de P et son coe�cient dominant.

(3) Montrer que

P
�
X2
�

=
1

2i

h
(X + i)2n+1 − (X − i)2n+1

i
(o�u i 2 C est tel que i2 = −1).

(4) En d�eduire que x1, x2, ..., xn sont racines de P et factoriser P.
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