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Exercice 1.

Dans tout I'exercice, on travaille dans l'espace vectoriel usuel R? muni de sa base

canonique By = (7. 7. k). On note

1 SR E | 311
A=|11 1] B={|1 31
1 11 1: 13
et f I'endomorphisme associé A la matrice A, dans la base Bo.

1) Déterminer le noyau et 'image de f et donner pour chacun de ces deux sous-espaces de
R3 une base ainsi que sa dimension.

2) Montrer que ker f@ Im f = R®.

3) Calculer A? et exprimer le résultat en fonction de A. En déduire pour n = 1. A™ en
fonction de n et A.

4) Déterminer, en utilisant la question préeédente, une relation entre 132, 13 et la matrice
identité de dimension 3. En déduire que la matrice 3 est inversible et calculer son inverse.

5) Calculer B™ pour n > 1.
6) La matrice I3 est-elle diagonalisable dans M3(R) ? (o0 Mz(R) désigne I'ensemble des
natrices carrées de taille 3 % 3 & coefficients réels). Déterminer, si c’est possible, une base

propre associée a D.
Exercice 2.

On rappelle les valeurs approchées suivantes : In2~0,7 In3=~1, 1, m7~1,9.
Pour tout réel z > —1 on pose f(z) = z? — 4In(1 + ).

1) Etudier les variations de Ja fonction [ et montrer que I'équation f(z) = 0 posséde une

racine unigue notée o dans Pintervalle [2, §|

2) On considere la fonction g définie sur | — 1, +oof par g(z) = = — —‘[—(}2 et la suite (un)
définie par uo = 2 et pour n = 0, tn41 = g(kn)-
2-a) Montrer que g([2, o]) C [2.0].
2-b) Montrer que la suite (15 ) est bien définie et que pour tout n > 0,uq, € [2.0].
2-¢) Montrer que la suite (u,) converge et préciser sa limite.
2-d) Montrer que pour tout entier n = 0, jun—a] < 3 xl 3 (on pomra étudier la

fonetion ¢’ sur [2, g])




Exercice 3.
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et on donne les valenrs approchées suivantes : _— 0,8 et P 0, 6.

On rappelle que

o ]
On note f la fonction définie par f(r) =0six < 0et f(z) = ﬁe"" siz2>0.

1) 1-a) Donner la définition d'une densité associée & une variable aléatoire réelle.

1-b) Montrer que la fonction [ est une densité.

2) Soit X une variable aléatoire réelle de densité f. Calculer les moments d’ordre 1 et 2

de X. En déduire la variance de X.

3) On considére les denx fonctions o et ¢ définies sur [0, 1] par
-=2 -nd
p(z) = (e'4 —z+1l—e7T etip(z)=e7T — e-i(z - 1)

3-a) Calculer ¥'(z), 1¥'(z), ¢"(z) et ¥'(z).

3-b) Tracer le tableau des variations de chacune des deux fonctions ¢ et ¥ sur [0,1].
On montrera en particulier que la fonction ¢ atteint son minimum en un point & € {0,1],
sans chercher & caleuler la valeur de «, ni celle de (o).

3-¢) Montrer que pour tout x € [0. 1],

(e‘i -1)r+1< ezf‘3 < e‘§(2—.c).

3-d) En déduire un encadrement de la probabilité de I'événement <X <1].

4) On admettra dans cette question que la probabilité de I'événement [X > 2| a une valeur
approchée égale & 4,5 x 1072, Donner un encadrement de la probabilité conditionnelle de
Pévénement (X = 2] sachant que X > 1.




Exercice 4.

Soit E nn espace vectoriel réel.

1) Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que F; U F; est un sous-
espace vectoriel de E si et seulement si Fy C F; ou Fo € Fy. Pour la condition nécessaire,
on pourra prouver la contraposée en considérant z € Fy \ Fa, y € F3 \ Fj et le vecteur

T4 Y.

2) Soient Fy, Fy. .. .. Fy., k sous-espaces vectoriels stricts de £. (ceci signifie que chaque F;
est différent de E). On se propose de montrer, par récurrence sur k, que leur réunion n'est
pas égale a E.

2-a) Montrer le résultat pour k = 2.

On se donne maintenant k + 1 sous-espaces vectoriels stricts Fy, Fa, ..., Fi4q, on
note Ay la réunion des k sous-espaces vectoriels Fy, F;. ..., Fi et on suppose qu'il existe
z € Fry1 \ Ax et y € Ag \ Fi41. On note enfin f : R — E application : a +— az + 3.

2-b) Montrer que f(R) N Fry1 = 0.

2-c) Montrer que pour tout i € {1,...,k}, f(R)N F; contient au plus un élément.

2-d) Conclure.



