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L’usage des calculatrices est interdit.

Le sujet comprend 5 pages (v compris celle-ci).

Le sujet se compose de deux exercices et de deux problémes indépendants.



Exercice 1

-Partie A-

[0,1] — R
z — f(z) = % sin(nz)

Soit f: {
1. Calculer f(0), fol f(z)dz et fol |f(z)|dz.

2. Etudier les variations de f et en déduire son maximum.

-Partie B-

Soit f : [0,1] — R de classe C, telle que f(0) = 0, fol fl(z)dz = 0 et
Jo lf' @)dz = 1.
1. On suppose f croissante puis décroissante. Calculer le maximum de f.

2. Sans cette hypothése, trouver une borne supérieure pour f.

Exercice 2

1. Soit n € N. Résoudre dans C ’équation suivante :
l+z4+224+..42"=0

On notera G ’ensemble des solutions de cette équation.
2. Rappeler la définition d’un groupe.

3. Montrer que, en adjoignant & G un nombre complexe bien choisi u,
G| J{u} est un sous-groupe fini du groupe multiplicatif C.



Probléeme 1
On se propose d’étudier la suite récurrente d’ordre 3 définie par :
Vn €N, up43 = Unto + py1 — 4un

(w0, u1,u2) € R3

Un+-2
1. OnposeVn € N, X, = | un+1 |.Exprimer X, 3 en fonction de X,
Un
et d’une matrice A qu’on explicitera.
1
2. Calculer AX pour X = | 1 |.En déduire les valeurs de la suite pour
1
ug = uy = ug = 1.
1
3. Comment s’appelle le vecteur | 1 | pour la matrice A?
1

4. Calculer les valeurs propres et les sous-espaces propres de A (On pourra
utiliser les questions précédentes). A est-elle diagonalisable 7

5. Diagonaliser A en explicitant la matrice de passage.

1

6. En décomposant le vecteur | 5 | dans la base de vecteurs propres,
1

calculer u, pour tout n € N pour les valeurs de départ up = 1, uq =

5, ug = 1.
7. Peut-on choisir des valeurs de départ wug, u; et ug telles que uigg =
u101 = 0 et uzpe = 10127 (on argumentera sa réponse).
21
8. Soit Z = | 29 | un vecteur propre pour la matrice A associé & la
23
valeur propre A. Calculer les valeurs de la suite définie par ’equation

Vn €N, vp = 21upt2 + 22Unt1 + 23Un

en fonction de vy = z1us + zou1 + 23up.



Probléme 2

Dans toute la suite, X désigne une variable aléatoire réelle sur Pespace pro-
babilisé (€2, A, P).

-Partie A-

On définit A(X) comme I’ensemble des ¢ € R telle que E(e!X) < 400, puis
la transformée de Laplace (réelle) de X par

Vt € A(X), L(X)(t) = E(eX)

-t

. Montrer 0 € A(X) et calculer L(X)(0).

. Montrer quesi0 < a <boub< a<0,e™ < 14X, En déduire que
A(X) est un intervalle.

3. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Calculer L(X +
Y)(t) pour t € A(X)NA®Y).

4. Calculer la transformée de Laplace (et I'intervalle A(X) associé) d’une
variable aléatoire X suivant une loi binomiale B(1,p) (appelée aussi
loi de Bernouilli), puis pour une variable aléatoire suivant une loi
binomiale B(n,p) (on pourra lexprimer comme somme de variables
aléatoires).

N

5. Calculer la transformée de Laplace (et 'intervalle A(X) associé) d’une
variable aléatoire X suivant une loi géométrique de coefficient 0 < p <
1:VkeN, P(X =k) =p(l —p)

6. Calculer la transformée de Laplace (et l'intervalle A(X) associé) d’une
variable aléatoire X suivant une loi normale centrée réduite, puis d’une
loi normale N(m, o).

7. Dans ce dernier cas, calculer les dérivées premigres et seconde de
L(X)(t) en 0. Que remarque-t-on ?

-Partie B-

Dans cette partie, on suppose que X est une variable aléatoire posi-

tive de densité f continue. On suppose également l'existence d'un réel
a>0, acAX).

1. Calculer ff oo f(T)dz, 0+°° f(z)dz. Qu’en déduit-on sur les valeurs de
fpourlesxz<07?

2. Exprimer la transformée de Laplace en fonction de f.



3. Montrer que R_ C A(X).
4. Soit M > 0 fixé. Calculer [ e/dz, et en déduire lalimite de [}/ €@ f(z)dz

© N oo o

quand t — —o0.

En déduire que L(X)(¢) admet une limite en —oo et la calculer.
Soit z € R, fixé, ¢t €] — 00, a]. Montrer que |e** — 1| < [tx|es®.
Soit M > 0 fixé. En déduire que fOM(et“’ —1)f(z)dx o 0.

En déduire que L(X)(¢) est continu en 0.



