1. PROBLEME.

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et 4 un endomorphisme de E, différent
de 21dy et différent de —31dg, vérifiant la relation R suivante :

(R) : wou+u— 6Ildg = 0 (endomorphisme nul).

ol Idp représente l'identité de E.

1. Montrer que u est surjectif. En déduire que c’est un automorphisme de E et
exprimer ¢! en fonction de Idg et de u.

2. Dans l'espace vectoriel des endomorphismes de E, on considére le sous-espace vec-
toriel F' engendré par u et Idg, c’est-a-dire :
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beaz !

F =Vect{Idg,u}.

a. Montrer que la famille (/dg,u) est libre dans I'espace vectoriel des endomor-

phismes de E. En déduire la dimension de F.

b. Prouver que les endomorphismes f de F vérifiant la relation fo f = f,

différents de I’endomorphisme nul et de I'identité de E, sont les endomor-
phismes p et ¢ définis par :

= —é (2Idg —u)

g== (3Idg +u)

:
5
Calculer pog et gop.

Etablir que la famille (p, ¢) est une base de F.

Déterminer les coordonnées de u et de u™! dans cette base (p, q).

Pour tout entier naturel k, non nul, exprimez p* en fonction de p.

g. Etablir que, pour tout entier naturel n, u™ peut s’écrire comme combinaison

linéaire de p,q. Donner les coordonnées de «™ dans la base (p, q).

h. Le résultat obtenu est-il encore valable pour tout entier relatif n 7

3. Application numérique.

Dans la suite du probléme E = R?, on note u ’endomorphisme de E canoniquement
associé a la matrice A :

o T op

7 5 =5 \4\u
A=1]10 2 =5 |
20 10 -13 2

Vérifier que u satisfait a la relation R.
Déterminer les valeurs propres possibles de A.
La matrice A est-elle diagonalisable ?

On note P et @ respectivement les matrices associées & p et ¢ dans la base
canonique de E.

Ecrire ces matrices et en déduire la matrice A™ pour tout entier relatif n. Ecrire
A™ sous la forme d'un tableau de nombres.



2. PROBLEME.

On considere les suites (un)nens, (Kp)nens, (Ln)nex- définies par les relations :

t
n 1 11_(1___)n "(1*“)”
vn = N*: Up = Z E e Inn, Kn == / —t‘n——dt Ln == / wtn dt_

k=1 0 1

On se propose de démontrer dans ce probléme que la suite (uy }nen- converge vers Pintégrale
I suivante :

I=

11— exp(—t) — exp(— )
/ t
T
0

2.1. Etude de la convergence de (u,),cn-.

1. Montrer, en utilisant éventuellement le théoréme des accroissements finis, que ’on

a:
1

Yn € N*,
n+1

<In(n+1) —In(n)

S‘M—*

2. En déduire, par sommation, que la suite (uy),en+ st bornée.

3. Prouver que (up),en+ est monotone puis convergente. On note y = 1iI_P Up.
—1T0C

2.2. Deux inégalités.

Soit n un entier naturel non nul. On se propose d’établir les deux inégalités suivantes :

t
(Ry1). Vtel0,n], exp(—t) — (1 - E)” > 0.
t 3
(R2) g vt e [U,TL}, exP(“t) - (1 = ﬁ)n S p( )
1. Soit ¢ la fonction définie par I'expression suivante :
Yu > —1, @(u) =u—In(1+u)
Etudier les variations de ¢ puis démontrer I'inégalité R;.

2. Vérifier que I'inégalité Ry est trivialement satisfaite pour ¢ dans I'intervalle [\/n, n] .

3. Soit 9 la fonction définie par ’expression suivante :

vie [0,vn],  w(t)=t+nin(l- -:;) ~In(1 - %).

Etudier les variations de 1 puis démontrer 1'inégalité R,.

2.3. Etude de la convergence des suites (K, )nens €t (Ly)nens.

On consideére les deux intégrales K et L définies par :

1
1 1
I - i exp(——)
K:/ —E(i——)dt, L:/ —t
t t
0 0
1. Justifier la convergence des intégrales K,,, K. L et I.

2. Utiliser les inégalités précédentes pour prouver que :

1
Vn € N*, 0< ftexp(
0

Elv—'

En déduire la convergence de la suite (K, )nene.

3. Utiliser les inégalités précédentes pour établir que pour tout entier naturel n non

nul : N "
—1
0 S/ expz(t )dt— %/texp(—t)dt.
I

1
En déduire la convergence de la suite (L, )pen+ vers L.



2.4. Convergence de la suite (u,),cn+ vers Uintégrale 1.

1. Vérifier que pour tout entier naturel & :

; 1

2. Effectuer un changement de variable pour montrer que pour tout entier non nul :

t
P 1-(1- oy
un+lnn = / ‘t—ndt
D
3. Etablir que pour tout entier non nul :
Uy = K, — Ly,

4. Conclure en montrant que :

dt =+.

/1 1, o) exp(—%)
t
0



