
Hypokhâgne B/L DM20 - pour le 02/06/14

Exercice 1 :

On pose pour tout entier naturel n, In =

∫ 1

0

xn

1 + xn
dx.

1. A l’aide d’un encadrement judicieux de In, déterminer la
limite de la suite (In).

2. En déduire que lim
n→+∞

∫ 1

0

1

1 + xn
dx = 1.

3. On pose pour tout entier naturel n : Jn = nIn.

(a) Montrer que ∀n ∈ N, Jn = ln(2)−
∫ 1

0
ln(1 + xn)dx.

(b) Montrer que pour tout réel t > 0, on a 0 6 ln(1+t) 6 t.

(c) En déduire la limite de (Jn), puis un équivalent de In
lorsque n→ +∞.

Exercice 2 :

On pose pour x > 0, f(x) =
2

x2

∫ x

0

t

et + 1
dt et f(0) =

1

2
.

1. (a) Montrer que : ∀x > 0, ∀t ∈ [0, x],
1

ex + 1
6

1

et + 1
6

1

2
.

(b) En déduire que ∀x > 0,
1

ex + 1
6 f(x) 6

1

2
.

(c) Montrer que f est continue à droite en 0.

2. Montrer que f est dérivable sur ]0,+∞[ et vérifier que pour

tout x > 0, f ′(x) = − 4

x3
g(x), où g est une fonction que l’on

décrira.

3. Etudier les variations puis le signe de g.
En déduire les variations de f sur [0,+∞[.

4. (a) Montrer que ∀t ∈ [0,+∞[,
t

et + 1
6 1.

(b) En déduire la limite de f(x) lorsque x tend vers +∞.
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