
Hypokhâgne B/L DM17 - pour le 25/04/14

Exercice 1 :

Pour tout entier naturel n > 1, on pose :

un =
1

n∑
k=1

k2
, vn =

n∑
k=1

1

k
, wn = vn − ln(n)

1. (a) Montrer que : ln(1 + x)− x

1 + x
=
x2

2
+ o

x→0

(
x2
)
.

(b) En déduire que, au voisinage de +∞,

wn − wn+1 ∼
n→+∞

1

2n2

2. (a) Montrer que la série
∑
n>1

(wn − wn+1) converge.

(b) En déduire que la suite (wn) converge. On note γ sa
limite.

3. (a) Rappeler l’expression explicite de un pour tout n > 1.

(b) Montrer que la série de terme général un converge.

4. (a) Déterminer trois réels a, b et c tels que :

∀n ∈ N∗, un =
a

n
+

b

n+ 1
+

c

2n+ 1

(b) Montrer que : ∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

1

2k + 1
= v2n+1 −

1

2
vn − 1.

(c) En déduire que :

∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

uk = 24(vn − v2n+1) + 24− 6n

n+ 1

5. En utilisant la convergence de la suite (wn), calculer la somme
+∞∑
n=1

un en fonction de ln(2).
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