CHAPITRE &

Dérivation et fonctions trigonométriques

8.1 Dérivabilité en un point

8.1.1 Définitions

Définition 1
Soit f: D — R et soit xg € D tel que f soit définie au voisinage de xy.
On dit que f est dérivable en z; si la quantité :

fz) = f(=o)

r — Xy

admet une limite finie lorsque x — xg. Si ¢’est le cas, cette limite est appelé nombre dérivé de f en x,
que l'on note f’(xp). On a donc
x)— f(x
o 1) = F(@)

T—T0 xr — 'TO

= f'(20)

Remarques :
R1— On peut également dire que

!/ — 1
f'(wo) Jim

f(xo + h) — f(x0)
h

f(@) = f(@o)
Tr — X
ordonnées (z, f(x)) et (zo, f(zo)). Si cette quantité admet une limite finie, cela correspond au

coefficient directeur de la tangente.

R2 — La quantité représente le coefficient directeur de la droite joignant les points de co-

Théoréme 2

Soit f: D — R et soit xg € D. Sila fonction f est dérivable en xg, alors la courbe C; admet une
tangente au point d’abscisse xq, dont [’équation est :

y = f'(z0)(x — w0) + f(0)
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Démonstration :

Notons A le point de coordonnées (xo, f(z0)). La tangente en A a nécessairement une équation du type :
y=ax+b

avec a,b € R. Comme on I’a remarqué ci-dessus, le coefficient directeur de la tangente en A est f’(x¢). On a donc
a = f'(xg). Ainsi I’équation de la tangente est :

y = f'(zo)r +b

De plus, la droite doit passer par le point A. Donc I’équation doit étre vérifiée pour x = g et y = f(x¢). Autrement
dit :
f(xo) = f'(zo)zo +b <= b= f(x0) — zof (20)

Ainsi I’équation de la droite est :

y = f'(xo)z + f(x0) — zof'(x0) = f'(x0)(x — x0) + f(w0)

Remarque :

f(x) — f (o)

x — xg
une (demi-)tangente verticale en x.

Sila quantité tend vers +o00, la fonction f ne sera pas dérivable en xg, mais la courbe admettra

8.1.2 Propriétés

Théoréme 3
Soit f: D — R et soit xg € D.
Si la fonction f est dérivable en xo, alors f est continue en xg.

Démonstration :

Supposons que la fonction f soit dérivable en xy. On a donc :

i L) = £0)

T—T0 Tr — X0

= f'(z0)

autrement dit :

f(@) = f(zo) ~ f'(w0)(x — o)

Ainsi
lim (f(z) — f(z0)) =0 = lim f(z) = f(x0)

T—T0 T—T0

Remarque :

La réciproque est fausse. Par exemple, la fonction valeur absolue = +— |z| est continue en 0 mais n’est pas
dérivable en 0.
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Définition 4
Soit f: D — R et soit xg € D.
— On dit que f est dérivable en z(, & droite, si lim+ %ﬁém)
(II—)CEO
limite f/(zo).
— On dit que f est dérivable en z; & gauche, si lim
=T

f(@)—f(zo)
r—x0

limite f, (o).

existe et est finie. On note alors cette

existe et est finie. On note alors cette

Proposition 5

( f dérivable o droite en g
f dérivable en xp € D <— { f dérivable a gauche en xg

L f'd(xo) = f(z0)

8.2 Opérations sur les fonctions dérivables

8.2.1 Somme, produit, quotient

Théoréme 6
Soient f et g deux fonctions dérivables en xy. Alors
1. f+ g est dérivable en x( et
(f +9)'(w0) = f'(x0) + ¢ (o)

2. fg est dérivable en xqg et

(f9) (z0) = f'(20)g(x0) + f(20)g'(20)

3. Sig(xo) #0, alors f est dérivable en xg et :
g

i / ) — f'(0)g(x0) — f(20)g'(0)
(5) @ (o)

4. Pour tout A € R, \f est dérivable en xy et (A\f) (zo) = Nf'(z0).

Démonstration :
Démonstration pour le produit. Pour tout x € D dans un voisinage de zg :
(f9)(@) — fg(xo) _ f(z)g(x) — fzo)g(wo)
T — Xg N T — Xo
_ f@)(g(x) — g(x0)) + g(x0) f(x) — f(x0)g(x0)
T — X0
_ (@) (g(x) — g(z0)) + g(x0) (f () — f(x0))
N T — o
0 xr — 20
s f(x0)g'(z0) + f'(20)g(x0)
Démonstration pour le quotient. Puisque g(zg) # 0 et que g est continue en g, on sait que sur tout un voisinage
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de x, les g(x) sont non nuls. ON a alors :

(D) @ = (4) @) &5 -5
T — X0 T — X0

g(z)g(xo)
f'(z0)g(w0) — f(20)g'(x0)
I (9(x0))?

8.2.2 Dérivée d’une composée

Théoréme 7

Soit f: I — J dérivable en un point a € I.
Soit g; J — R dérivable en b = f(a) € J.
Alors la fonction go [ est dérivable en a et

(go f)(a) = f'(a) x ¢'(f(a))

8.2.3 Dérivée d’une fonction réciproque

Théoréme 8
Soit f: I — J = f(I) une fonction continue et strictement croissante sur I.
On sait alors que [ est une bijection de I sur J.
Soit xog € I tel que [ soit dérivable en xy.
Alors
1 est dérivable en yo = f(xo) <= f'(x0) # 0
Dans ce cas, on a :

1 1

(00 = 700y = 7o)

8.2.4 Dérivabilité et équivalent

Théoréme 9
Soit f une fonction dérivable en x¢ telle que f'(x¢) # 0. Alors :

f(@) = f(wo) ~  f'(wo)(x — 20)

T—T0
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8.3 Fonctions circulaires

8.3.1 Fonction Sinus

Définition 10
Soit x € R. La fonction sinus, notée sin, est la fonction définie sur R par :

sin(z) = Im(e™)

Elle vérifie :
o Vz e R, sin(x) <
o Vz e R, sm( x)=— sm( ) (elle est impaire)
e Vz € R, sin(z 4 27) =sin(z) (elle est 2m-périodique)

Proposition 11
La fonction sin est continue et dérivable sur R et

Vo € R, sin'(z) = cos(z)

Démonstration :
On a pour tout x € R, '
el _ p—ix 1 i 1 i
sin(z) 2i 2i¢ 2"
Alinsi, '
1 1 o 3 et | gt
sin’(x) = 2 ie' — 7 (—i)e ™ er+ e = 5 = cos(z)

Théoréme 12
Puisque la fonction sin est dérivable en 0 et que sa dérivée vaut cos(0) = 1, on en déduit que

sin(x)

lim =1 et sin(z) ~ x
z—0 x z—0
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8.3.2 Fonction Cosinus

Définition 13
Soit = € R. La fonction cosinus, notée cos, est la fonction définie sur R par :

cos(r) = Re(e™)

Elle vérifie :

e Vx € R, —1 < cos(z) <1
o Vz € R, cos(—z) = —cos(z) (elle est paire)
o Vz € R, cos(z + 2m) = cos(z) (elle est 2m-périodique)

o Vr € R, cos (g - x) = sin(z)

Proposition 14
La fonction cos est continue et dérivable sur R et

Vo € R, cos'(z) = —sin(x)

Démonstration :
T —iT
N
On a pour tout z € R, cos(z) = % = 56” + 56_”. Ainsi,
1 ) 1 ) eiz _ efiac 1 eix o efi:v eiz _ efiz
/ I - 1T - _Ne ¥ _ 4 S — — —qj
cos'(z) = 5 X e + 5 % (—i)e i < 5 > ; < 5 > 5 sin(z)

Théoréme 15

Puisque la fonction cos est dérivable en 0 et que sa dérivée vaut sin(0) = 0, on en déduit que

. cos(x) =1 .
glclj}%) - 0l De plus, on a|cos(x) — 1 5=

Démonstration :

cos(z) — 1 = Re(e™® — 1). Or, e — 1 = s ( 5 - 6_2”) = % 2isin (g) = 2isin (g) (COS (g) + isin <§>>

Ainsi
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8.3.3 Fonction Tangente

Définition 16

sin(x)

tan(z) = cos(x)

Elle vérifie :

o Vz € R\ {Z +km, k€ Z}, tan(—x) = —tan(z) (elle est paire)
e Vz € R\ {Z +km, k€Z}, tan(z + 7) = tan(z) (elle est m-périodique)

Soit x € R. La fonction tangente, notée tan, est la fonction définie sur R\ {g + km, k € Z} par :

Proposition 17
La fonction tan est continue et dérivable sur son domaine de définition et

1
cos?(x)

Vz e R\ {g +krm, k€ Z}, tan’(z) = 1 4 tan?(z) =

Démonstration :

sin’(z¢) cos(zo) — cos’(zg) sin(zg)  cos?(zg) + sin?(zg) 1

=1+ tan?(z)

tan'(z0) = (cose0) P T (eos)? T co(amo)

La fonction tangente est le quotient de deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur
R\ {% + km, k€ Z}. Ainsi, la fonction tangente est dérivable en tout point zp de R\ {% + km, k€ Z} et

Théoréme 18

t
lim an(z) = et tan(x) ~ x
x—0 €T z—0

Puisque la fonction tan est dérivable en 0 et que sa dérivée vaut 1+ tan?(0) = 1, on en déduit que
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8.4 Fonctions circulaires réciproques

8.4.1 Fonction Arcsin

Définition 19
La fonction sin est continue et strictement croissante sur [—m/2,7/2]. Elle est donc bijective de
[—7/2,7/2] vers [sin(—m/2),sin(w/2) = [—1, 1] et admet donc une fonction réciproque sur ces intervalles,

qu’on appelle fonction Arcsinus, notée Arcsin.

Arcsin : [-1,1] — [_g’g}

Remarques :
R1 — Puisque sin et Arcsin sont réciproques I'une de I'autre, on en déduit que

Vr € [-1,1], sin(Arcsin(x)) ==z
V€ [—g, g} , Arcsin(sin(z)) =z

R2 — Puisque sin est strictement croissante sur [—7/2,7/2], la fonction Arcsin est également strictement

croissante sur [—1, 1]
r3 — Puisque cos? +sin? = 1, on a pour tout = € [~1,1], cos(Arcsin(z)) = \/1 — sin?(Arcsin(z))

v1—22.

Proposition 20
La fonction Arcsin est continue sur [—1,1] et dérivable uniquement sur | — 1,1[. De plus

B 1

VI E] — ]., 1[, AT’CSZ-TL,<I') = ﬁ
— T

Démonstration :
Puisque la fonction sin est dérivable sur [—7/2,7/2] et que sin’ = cos. On sait que :

Arcsin dérivable en sin(a) <= sin’(a) # 0 <= cos(a) # 0 < a ¢ {—g, g}

Ainsi Arcsin est dérivable sur tout [—1, 1] sauf en sin(—7/2) = —1 et en sin(n/2) = 1, autrement dit, Arcsin est
dérivable sur | — 1, 1[. De plus,
1 1 1 1
Vo €] —1,1[, Arcsin’(z) = (sin V) (z) = - — —
T €]~ L1l Arcsin’(z) = (sin ™) () sin/(sin"!(z))  sin’(Arcsin(z))  cos(Arcsin(z)) V1 — 22

Proposition 21

Puisque la fonction Arcsin est dérivable en O et que sa dérivée vaut ﬁ =1, on en déduit que

Arcsin(x ;
lim Arcsin(z) =N et Arcesin(x) ~ x
z—0 x z—0
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8.4.2 Fonction Arccos

Définition 22
La fonction cos est continue et strictement décroissante sur [0, 7|. Elle est donc bijective de [0, 7] vers
[cos(m), cos(0)] = [—1, 1] et admet donc une fonction réciproque sur ces intervalles, qu’on appelle fonction
Arccosinus, notée Arccos.
Arccos : [—1,1] — [0, 7]

Remarques :

R1 — Puisque cos et Arccos sont réciproques I'une de 'autre, on en déduit que :
Vz € [-1,1], cos(Arccos(x)) ==z
Vz € [0,7], Arccos(cos(z)) ==z

R2 — Puisque cos est strictement décroissante sur [0, 7], la fonction Arccos est également strictement
décroissante sur [—1,1]

R3 — Puisque cos? +sin? = 1, on a pour tout x € [~1,1], sin(Arccos(z)) = \/1 — cos?(Arccos(z)) =

v1—z2.

Proposition 23

La fonction Arccos est continue sur [—1,1] et dérivable uniquement sur | — 1,1[. De plus
Vo €] —1,1] Arccos (z) = t
1 V-

Démonstration :

Puisque la fonction cos est dérivable sur [0, 7] et que cos’ = —sin. On sait que :
Arccos dérivable en cos(a) <= cos'(a) # 0 <= —sin(a) # 0 < a & {0, 7}

Ainsi Arccos est dérivable sur tout [—1, 1] sauf en cos(0) = 1 et en cos(7) = 1, autrement dit, Arccos est dérivable
sur | — 1, 1[. De plus,
1 1 1 -1

cos/(cos™1(x)) B cos'(Arccos(z))  —sin(Arccos(z)) /1 — 22

Vz €] — 1,1, Arccos'(z) = (cos 1) (z) =




10/10 8. DERIVATION ET FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

8.4.3 Fonction Arctan

Définition 24
La fonction tan est continue et strictement croissante sur ]—g, g[ Elle est donc bijective de ]—g, g[
vers | lim tan(z), limQtan(:U) =] — 00, +00o[ et admet donc une fonction réciproque sur ces intervalles,
T—T

z——m/2
qu’on appelle fonction Arctangente, notée Arctan.

Arctan : R H}—g,g{

Remarques :

R1 — Puisque tan et Arctan sont réciproques l'une de I'autre, on en déduit que :

Vr € R, tan(Arctan(z)) =z, Vo € }—g, g [, Arctan(tan(z)) = x
R2 — Puisque tan est strictement croissante sur ]—%, g[, la fonction Arctan est également strictement

croissante sur R

Proposition 25
1
La fonction Arctan est continue et dérivable sur R. De plus|Vx € R, Arctan/ (x) = T2
x
Démonstration :

Puisque la fonction tan est dérivable sur ]—g, %[ et que tan’ = 1 + tan?. On sait que :
Arctan dérivable en tan(a) <= tan’(a) # 0 <= 1+ tan®(a) # 0 : tjs vrai!

Ainsi Arctan est dérivable en tout réel de R. De plus,

1 1 1 1
~ tan/(tan—!(x))  tan/(Arctan(x)) 1+ tan?(Arctan(z)) 1+ 22

Vr € R, Arctan’(z) = (tan™')'(2)

Proposition 26
T IS
La fonction Arctan admet pour limites : | lim Arctan(z) = —=| et | lim Arctan(z) = = | Sa courbe
T——00 2 T—+00 2
: . , T T
représentative admet donc deux asymptotes horizontales d’équations y = —5 ety = 5




