
BL   BCE 2020 : CORRIGE 

EXERCICE I : 

 𝑎  réel strictement positif et pour tout entier  𝑛 ∶ 

 𝑆𝑛(𝑎) = ∑
(−1)𝑘

𝑘𝑎 + 1

𝑛

𝑘=0

 

Partie I – Préliminaires 

1) a- Pour tout entier  𝑘 ∶  

• 𝑘 = 0 :  

∫ 𝑡𝑘𝑎  𝑑𝑡
1

0

= ∫ 1 𝑑𝑡
1

0

= 1 − 0 = 𝟏 

 

• 𝑘 > 0  𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑘𝑎 + 1 > 1 

∫ 𝑡𝑘𝑎 𝑑𝑡
1

0

= [
1

𝑘𝑎 + 1
𝑡𝑘𝑎+1]

𝑡=0

𝑡=1

  =
1

𝑘𝑎 + 1 
 

• Conclusion :  

  ∀𝒌 ∈ ℕ,     ∫ 𝒕𝒌𝒂 𝒅𝒕
𝟏

𝟎

=
𝟏

𝒌𝒂 + 𝟏
 . 

 b- Pour tout entier  𝑛 ∶ 

 𝑆𝑛(𝑎) = ∑
(−1)𝑘

𝑘𝑎 + 1

𝑛

𝑘=0

= ∑(−1)𝑘

𝑛

𝑘=0

∫ 𝑡𝑘𝑎  𝑑𝑡
1

0

    ( 𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 𝑎) 

𝑆𝑛(𝑎) = ∫ (∑(−1)𝑘 𝑡𝑘𝑎

𝑛

𝑘=0

)
1

0

= ∫ ∑(−𝑡𝑎)𝑘

𝑛

𝑘=0

1

0

 

 𝑜𝑟 ∑ (−𝑡𝑎)𝑘𝑛
𝑘=0  est une somme géométrique de raison −𝑡𝑎 ≤ 0   𝑑𝑜𝑛𝑐  − 𝑡𝑎 ≠ 1  𝑒𝑡 ∶ 

∑(−𝑡𝑎)𝑘

𝑛

𝑘=0

=
1 − (−𝑡𝑎)𝑛+1

1 − (−𝑡𝑎)
=

1 − (−𝑡𝑎)𝑛+1

1 + 𝑡𝑎
=

1

1 + 𝑡𝑎
+

−(−1)𝑛+1(𝑡𝑎)𝑛+1

1 + 𝑡𝑎
 

𝑜𝑟 − (−1)𝑛+1 = (−1)𝑛+2 = (−1)𝑛   𝑑′𝑜ù , 𝑡𝑜𝑢𝑗𝑜𝑢𝑟𝑠 𝑝𝑎𝑟 𝑙𝑖𝑛é𝑎𝑟𝑖𝑡é 𝑑𝑒 𝑙′𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒 ∶ 

𝑺𝒏(𝒂) = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒕𝒂

𝟏

𝟎

𝒅𝒕 + ∫
(−𝟏)𝒏𝒕𝒂𝒏+𝒂

𝟏 + 𝒕𝒂

𝟏

𝟎

𝒅𝒕 

 c- La fonction  𝑡 →
1

1+𝑡𝑎 est définie et continue sur l’intervalle fermé [0 ; 1] donc l’intégrale  

∫
1

1+𝑡𝑎 𝑑𝑡
1

0
  existe. De plus : 

 0 ≤ 𝑡 ≤ 1    𝑑𝑜𝑛𝑐      1 ≤ 1 + 𝑡𝑎 ≤ 1 + 1𝑎 = 2 

1

2
∫ 𝑡𝑎𝑛+𝑎 𝑑𝑡

1

0

≤ ∫
𝑡𝑎𝑛+𝑎

1 + 𝑡𝑎

1

0

≤ ∫ 𝑡𝑎𝑛+𝑎  𝑑𝑡
1

0

  𝑎𝑣𝑒𝑐 ∫ 𝑡𝑎𝑛+𝑎  𝑑𝑡
1

0

=
1

𝑎𝑛 + 𝑎 + 1
 𝑒𝑡 lim

𝑛→+∞

1

𝑎𝑛 + 𝑎 + 1
= 0 

 Ainsi d’après le théorème des gendarmes : 

lim
𝑛→+∞

∫
(−1)𝑛 𝑡𝑎𝑛+𝑎

1 + 𝑡𝑎

1

0

= lim
𝑛→+∞

(−1)𝑛 ∫
𝑡𝑎𝑛+𝑎

1 + 𝑡𝑎

1

0

= 0 

Par somme de limites, on en conclut : 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→+∞

𝑺𝒂(𝒏) = 𝑺(𝒂) = ∫
𝟏

𝟏 + 𝒕𝒂

𝟏

𝟎

𝒅𝒕 



2)   Comme 0 ≤ 𝑡𝑎 ≤ 1, 1 −  𝑡𝑎 ∈ [0 ; 1]   ∶ 

∑
(1 − 𝑡𝑎)𝑘

2𝑘+1

𝑛

𝑘=0

=
1

2
 ∑ (

1 − 𝑡𝑎

2
)

𝑘𝑛

𝑘=0

  𝑎𝑣𝑒𝑐     
1

2
(1 − 𝑡𝑎) ≠ −1   𝑑′𝑜ù ∶  

∑
(1 − 𝑡𝑎)𝑘

2𝑘+1

𝑛

𝑘=0

=
1

2
×

1 − (
1 − 𝑡𝑎

2
)

𝑛+1

1 −
1 − 𝑡𝑎

2

=
1

2
× 2 ×

1

2 − 1 + 𝑡𝑎
×

2𝑛+1 − (1 − 𝑡𝑎)𝑛+1

2𝑛+1
 

∑
(1 − 𝑡𝑎)𝑘

2𝑘+1

𝑛

𝑘=0

=
1

1 + 𝑡𝑎 (1 −
(1 − 𝑡𝑎)𝑛+1

2𝑛+1 )   𝑒𝑡 𝑒𝑛 𝑑é𝑣𝑒𝑙𝑜𝑝𝑝𝑎𝑛𝑡 ∶  

𝟏

𝟏 + 𝒕𝒂
= ∑

(𝟏 − 𝒕𝒂)𝒌

𝟐𝒌+𝟏

𝒏

𝒌=𝟎

+
(𝟏 − 𝒕𝒂)𝒏+𝟏

𝟐𝒏+𝟏(𝟏 + 𝒕𝒂 )
 

Partie II – Cas  𝒂 = 𝟏 : 

3) D’après 1) c : 

 𝑆(1) = ∫
1

1 + 𝑡
 𝑑𝑡

1

0

= [ln|1 + 𝑡|]0
1 = ln 2 − ln 1    𝑑𝑜𝑛𝑐 ∶ 𝑺(𝟏) = 𝐥𝐧 𝟐  

 

4) Pour n entier : 

|𝑆(1) − 𝑆𝑛(1)| = |− ∫
(−1)𝑛𝑡𝑛+1

1 + 𝑡  

1

0

𝑑𝑡|  𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 1) 𝑏 

|𝑆(1) − 𝑆𝑛(1)| = |(−1)𝑛+1 ∫
𝑡𝑛+1

1 + 𝑡  

1

0

𝑑𝑡| = |∫
𝑡𝑛+1

1 + 𝑡  
𝑑𝑡

1

0

| 

𝑜𝑟 
𝑡𝑛+1

1 + 𝑡  
≥ 0 𝑠𝑢𝑟 [0 ; 1]  𝑑𝑜𝑛𝑐 ∫

𝑡𝑛+1

1 + 𝑡  
𝑑𝑡

1

0

≥ 0  𝑒𝑡   |𝑆(1) − 𝑆𝑛(1)| = ∫
𝑡𝑛+1

1 + 𝑡  
𝑑𝑡

1

0

 

𝐷′𝑎𝑝𝑟è𝑠 1)𝑐 ∶    0 ≤ ∫
𝑡𝑛+1

1 + 𝑡  
𝑑𝑡

1

0

≤ ∫ 𝑡𝑛+1𝑑𝑡
1

0

  𝑎𝑣𝑒𝑐   ∫ 𝑡𝑛+1𝑑𝑡
1

0

=
1

𝑛 + 2
   

|𝑺(𝟏) − 𝑺𝒏(𝟏)| ≤
𝟏

𝒏 + 𝟐
 

5) a- Pour n entier et  0 ≤ 𝑡 ≤ 1,    𝑜𝑛 𝑎 ∶      1 ≤ 1 + 𝑡 ≤ 2     𝑒𝑡 ∶ 

∫
(1 − 𝑡)𝑛+1

2𝑛+1(1 + 𝑡)
 𝑑𝑡

1

0

≤ ∫
(1 − 𝑡)𝑛+1

2𝑛+1 × 1
 𝑑𝑡

1

0

   𝑐𝑎𝑟  
1

1 + 𝑡
≤ 1 

∫
(1 − 𝑡)𝑛+1

2𝑛+1(1 + 𝑡)
 𝑑𝑡

1

0

≤
1

2𝑛+1
 ∫ (1 − 𝑡)𝑛+1 𝑑𝑡

1

0

  𝑎𝑣𝑒𝑐 ∫ (1 − 𝑡)𝑛+1 𝑑𝑡
1

0

= [
−1

𝑛 + 2
(1 − 𝑡)𝑛+2]

0

1

= +
1

𝑛 + 2
 

  𝑨𝒊𝒏𝒔𝒊 ∶  ∫
(𝟏 − 𝒕)𝒏+𝟏

𝟐𝒏+𝟏(𝟏 + 𝒕)
 𝒅𝒕

𝟏

𝟎

≤
𝟏

(𝒏 + 𝟐)𝟐𝒏+𝟏
 

 b- D’après 2) : 

 𝑆(1) = ∫
1

1 + 𝑡  
𝑑𝑡

1

0

= ∫ (∑
(1 − 𝑡  )𝑘

2𝑘+1

𝑛

𝑘=0

+
(1 − 𝑡  )𝑛+1

2𝑛+1(1 + 𝑡)
) 𝑑𝑡

1

0

 

 𝑆(1) = ∑
1

2𝑘+1
∫ (1 − 𝑡)𝑘𝑑𝑡

1

0

𝑛

𝑘=0

+ ∫
(1 − 𝑡  )𝑛+1

2𝑛+1(1 + 𝑡)

1

0

𝑑𝑡   𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑒𝑛𝑡𝑖𝑒𝑟 𝑘 ∶   ∫ (1 − 𝑡)𝑘𝑑𝑡
1

0

=
1

𝑘 + 1
  

 𝑆(1) = ∑
1

(𝑘 + 1) 2𝑘+1

𝑛

𝑘=0

+ ∫
(1 − 𝑡  )𝑛+1

2𝑛+1(1 + 𝑡)

1

0

𝑑𝑡 



 𝑒𝑡 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 ∶   |𝑆(1) − ∑
1

(𝑘 + 1) 2𝑘+1

𝑛

𝑘=0

| = |∫
(1 − 𝑡  )𝑛+1

2𝑛+1(1 + 𝑡)

1

0

𝑑𝑡| = ∫
(1 − 𝑡  )𝑛+1

2𝑛+1(1 + 𝑡)

1

0

𝑑𝑡    (𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑣𝑒) 

𝑒𝑡 𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 5)𝑎 ∶  |𝑺(𝟏) − ∑
𝟏

(𝒌 + 𝟏) 𝟐𝒌+𝟏

𝒏

𝒌=𝟎

| ≤
𝟏

(𝒏 + 𝟐)𝟐𝒏+𝟏
 

𝐶𝑜𝑚𝑚𝑒  lim
𝑛→+∞

1

(𝑛 + 2)2𝑛+1
= 0, 𝑜𝑛 𝑒𝑛 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑙𝑢𝑡 𝑞𝑢𝑒 𝑆(1) = lim

𝑛→∞
∑

1

(𝑘 + 1) 2𝑘+1

𝑛

𝑘=0

  

 𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑖𝑡 ∶ 𝑺(𝟏) = ∑
𝟏

(𝒌 + 𝟏) 𝟐𝒌+𝟏

+∞

𝒌=𝟎

= 𝒍𝒏 𝟐  

Partie III – Cas  𝒂 = 𝟐 : 

6) Pour tout entier naturel  𝑛 ,   𝐽𝑛 = ∫ (1 − 𝑡2)𝑛 𝑑𝑡
1

0
. 

a-  𝐽𝑛+1 − 𝐽𝑛 = ∫ (1 − 𝑡2)𝑛+1 − (1 − 𝑡2)𝑛 𝑑𝑡
1

0
= ∫ (1 − 𝑡2)𝑛(1 − 𝑡2 − 1)𝑑𝑡

1

0
 

 𝐽𝑛+1 − 𝐽𝑛 = ∫ −𝑡2(1 − 𝑡2)𝑛𝑑𝑡
1

0

= ∫
𝟏

𝟐
𝒕 × (−𝟐𝒕)(𝟏 − 𝒕𝟐)

𝒏
𝑑𝑡

1

0

 

On effectue une intégration par parties en posant :  

{
𝒖(𝒕) =

𝟏

𝒏 + 𝟏
(𝟏 − 𝒕𝟐)

𝒏+𝟏
        𝑒𝑡     𝒖′(𝒕) = (−𝟐𝒕)(𝟏 − 𝒕𝟐)

𝒏

𝒗(𝒕) =
𝟏

𝟐
𝑡      𝑒𝑡     𝒗′(𝒕) =

𝟏

𝟐

 

𝐽𝑛+1 − 𝐽𝑛 = [
𝑡(1 − 𝑡2)𝑛+1

2(𝑛 + 1)
]

0

1

− ∫
(1 − 𝑡2)𝑛+1

2(𝑛 + 1)

1

0

𝑑𝑡  

𝐽
𝑛+1

− 𝐽
𝑛

= 0 − 0 −
1

2𝑛 + 2
 ∫ (1 − 𝑡2)𝑛+1 𝑑𝑡

1

0

= −
1

2𝑛 + 2
𝐽𝑛+1 

𝑱
𝒏+𝟏

− 𝑱
𝒏

= −
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟐
𝑱𝒏+𝟏 

b-  

𝑎𝑖𝑛𝑠𝑖:   (1 +
1

2𝑛 + 2
) 𝐽𝑛+1 = 𝐽𝑛    ⟺    

2𝑛 + 3

2𝑛 + 2
 𝐽𝑛+1 = 𝐽𝑛 

𝑱𝒏+𝟏 =
𝟐𝒏 + 𝟐

𝟐𝒏 + 𝟑
𝑱𝒏  

c- On calcule :   𝐽0 = ∫ 1 𝑑𝑡
1

0
= [𝑡]0

1    𝑑𝑜𝑛𝑐 𝐽0 = 1      Et d’après 6) b :  

𝐽𝑛+1 =
2𝑛 + 2

2𝑛 + 3
 𝐽𝑛 =

2𝑛 + 2

2𝑛 + 3
×

2𝑛

2𝑛 + 1
×

2𝑛 − 2

2𝑛 − 1
× … × 𝐽0  

 𝐽𝑛+1 =
2𝑛 + 2

2𝑛 + 3
×

2𝑛 + 2

2𝑛 + 2
×

2𝑛

2𝑛 + 1
×

2𝑛

2𝑛
×

2𝑛 − 2

2𝑛 − 1
× … × 𝐽0 

𝐽𝑛+1 =
2²(𝑛 + 1)² × 2²𝑛² × 2²(𝑛 − 1)² × … × 2² × 1²

(2𝑛 + 3)!
 𝐽0 

 𝐽𝑛+1 =
2²(𝑛+1) [(𝑛 + 1)𝑛(𝑛 − 1) × … × 1]²

(2𝑛 + 3)!
 𝐽0 =

22𝑛+2 [(𝑛 + 1)!]²

(2𝑛 + 3)!
× 1 

 𝑨𝒊𝒏𝒔𝒊 ∶    𝑱𝒏 =  
[𝟐𝒏 𝒏!]²

(𝟐𝒏 + 𝟏)!
 

 

7) La fonc0tion 𝑡 → arctan 𝑡  est dérivable sur ℝ  de fonction dérivée :  𝑡 →
1

1+𝑡2 

 𝑑′𝑜ù:   𝑆(2) = ∫
1

1 + 𝑡²
 𝑑𝑡

1

0

= arctan 1 − arctan 0 =
𝜋

4
− 0   𝑒𝑡    𝑺(𝟐) =

𝝅

𝟒
 



8) D’après 2) et 5) et la linéarité de l’intégrale sur une somme finie, on peut écrire : 

1

1 + 𝑡2
= ∑

(1 − 𝑡2)𝑘

2𝑘+1

𝑛

𝑘=0

+
(1 − 𝑡²)𝑛+1

2𝑛+1 (1 + 𝑡2)
 

 

 𝑆(2) = ∫
1

1 + 𝑡²
𝑑𝑡

1

0

= ∑
1

2𝑘+1
 ∫ (1 + 𝑡2)𝑘𝑑𝑡

1

0

𝑛

𝑘=0

+ ∫
(1 − 𝑡² )𝑛+1

2𝑛+1 (1 + 𝑡2)
 𝑑𝑡

1

0

 

𝑆(2) − ∑
𝐽𝑘

2𝑘+1

𝑛

𝑘=0

= ∫
(1 − 𝑡² )

𝑛+1

2𝑛+1(1 + 𝑡2)

1

0

𝑑𝑡 

𝑜𝑟 ∶  
𝐽𝑘

2𝑘+1
=

1

2𝑘+1
×

22𝑘(𝑘!)2

(2𝑘 + 1)!
=

2𝑘−1(𝑘!)2

(2𝑘 + 1)!
  𝑑𝑜𝑛𝑐 ∶ 

|𝑆(2) − ∑
2𝑘−1(𝑘!)²

(2𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

| = |∫
(1 − 𝑡² )

𝑛+1

2𝑛+1(1 + 𝑡2)

1

0

𝑑𝑡|   𝑎𝑣𝑒𝑐   
1

2
≤

1

1 + 𝑡²
≤ 1 

 𝑑′𝑜ù:      0 ≤  
1

2
 ∫

(1 − 𝑡2)𝑛+1

2𝑛+1

1

0

 ≤ ∫
(1 − 𝑡² )

𝑛+1

2𝑛+1(1 + 𝑡2)

1

0

𝑑𝑡 ≤ ∫
(1 − 𝑡² )

𝑛+1

2𝑛+1

1

0

𝑑𝑡 

 𝑒𝑡   ∫
(1 − 𝑡2)𝑛+1

2𝑛+1

1

0

𝑑𝑡 =
𝐽𝑛+1

2𝑛+1
 ≤

1

2𝑛+1
 

  𝑐𝑎𝑟    𝐽𝑛+1 = ∏
2𝑖 + 2

2𝑖 + 3

𝑛

𝑖=0

  𝑎𝑣𝑒𝑐    ∀0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1,
2𝑖 + 2

2𝑖 + 3
≤ 1   𝑑𝑜𝑛𝑐 𝐽𝑛+1 ≤ 1 

On en conclut : 

|𝑆(2) − ∑
2𝑘−1(𝑘!)2

(2𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

| = ∫
(1 − 𝑡2)𝑛+1

2𝑛+1(1 + 𝑡2)

1

0

𝑑𝑡 ≤ ∫
(1 − 𝑡2)𝑛+1

2𝑛+1

1

0

𝑑𝑡   

 𝑒𝑡   |𝑆(2) − ∑
2𝑘−1(𝑘!)²

(2𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

|  ≤
1

2𝑛+1 

𝐶𝑜𝑚𝑚𝑒  lim
𝑛→+∞

1

2𝑛+1
= 0,        𝑆(2) = lim

𝑛→∞
∑

2𝑘−1(𝑘!)²

(2𝑘 + 1)!

𝑛

𝑘=0

  

 𝑎𝑢𝑡𝑟𝑒𝑚𝑒𝑛𝑡 𝑑𝑖𝑡 ∶     𝑺(𝟐) = ∑
𝟐𝒌−𝟏(𝒌!)²

(𝟐𝒌 + 𝟏)!

+∞

𝒌=𝟎

=
𝝅

𝟒
 


