Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

1

vr—1
1. Au voisinage de 17T, ; = — .

-1 vVe—1 z—=1+
vr—1 1
2. Au voisinage de 400, vETL o @ =— — @
r—1 z=2+0 NGRS

2
—1
3. Au voisinage de o0, 29:— ~ o1 .

22 —2x + 1 s—+oo 2 z—+00
. Va? 42z —3 Va? |z
4. Au voisinage de +o00, T e w T T 1 z_:)m .
A 2 20 — 3 A 2
5. Au voisinage de —oo, verter—o v m =-1 — .
xT r——00 I xT T—r+00
.. 1 1 1 1
6. Au voisinage de 0, on a S+ -+1 ~ — =77 0
x x =0 V x |z| 2—0
1 1 1
S bleme, 2 hedeO0: — —/=+—-—4+1 — .
e Sans probleme, a gauche de o -2 + - + v

e Au voisinage de 0 a droite, on a en multipliant par la quantité conjuguée :

Lo(1,1, 1
1 /1+ o 2z R G S
x 1 1 1+ VItztaZaesor| 2]
—+\/—+I+1 —+,/—+ +1
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

7. Au voisinage de 400,

. (zHVa+ ) - (z+ Vo —1)
x(\/x%—\/m—\/x—i—\/ﬁ) _x\/a:+\/:n—|—1—|—\/x+\/x—1

::¢x+¢?¥i+¢x+¢§fi“%+l_vb_n

(x+1)—(z—1)

p— ><
N WOV NS AN
2x R 1
T—+00 2\/5>< 2\/5 x—+oo | 2

8. Au voisinage de 1, on a :

222422 -1 (z—-1D(@2?—-2+1) 22—z+1 1
= oy ﬁ p—
x—a?4+ax—1 (x —1)(x2+1) 2241 a2-1|2

. 2+ 2x + 3 Va? |z
9. Au voisinage de 400, T o9 attee 2 1 2_>—+>OO -

1
10. Au voisinage de 0, sin () est borné, donc x X sin (%) — @

€T T——+00

1 1
11. lim —-sin(z)= lim Xsin| —= | = d’apres la question précédente.
T—+00 I (z) X—0+ (X) @ P 4 R p

x
|z + 2| " '

13. Au voisinage de +00, & — 2cos(z) ~ x — [4o00]

T—r+00 T—r+400

12. Au voisinage de —2,

1
14. Au voisinage de 400, Arctan(x) 4+ Arctan [ — | — Tyio=|Z
T ) z—+oo 2 2
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

@ Déterminer les limites suivantes :
1. lim zV=. 4. lim z%e~¢". 8. lim 2™@),
z—0 z—+00 z—0
2 . lim e/ 1n(z). 1\*
2. lim +/Zh ( ”T ) 5 lim e In(z) 9. lim (1 i —)
e Lok 6. lim e”In(z? + z) +=0 *
22 T——00 &® 1/z
. . 1/ . -
3. i%ﬁln(1+x>' 7 zEI—&l:loo(l_’_x) T 10. xk&n(ﬁ(gj) .

1. V% = exp (Vzln(z)).

Or, par croissances comparées, \/x In(z) — 0.
xr

gV = eVain(z) o0 —

z—0
z? z?
2. ~ —=x — -400,o0n en déduit donc que :
1+x2 z2—=+00 z——+00
2
1 —
\/E n(l—i—aj) x—H—oo@
72
3. Vzln <1 - > = vz(In(z?) — In(1 + 2)) = 2V In(z) — vz In(1l + z).
x
Par croissances comparées, /z In(x) — 0. Donc :
z—
2vrIn(z) - Voln(l+z) — 0 -0 =0]
T—r
4. g% ¢ = xi :xjx eﬂi'
ec er  ef
2
Par croissances comparées — — 0.
et r—+oo
. , . e’ ) X
Et par croissances comparées lim — = lim — =0.
T—+00 €€ X—+o0 €
Donc : )
T e’
= X e” ;t—>—+>oo@
> 1 In(X)
. —1/z T X i I —1n _
Ilféi ¢ In(z) = Xl—lg—loo ¢ <X> X1—1>I—I|rloo eX [9]
carIn(X)= o (eX ) par croissances comparées.
X—+o0
6. L X2
X -X
lim e®In(z? +z) = lim e ¥In(X%?-X)= lim n(ix)
L——00 X—+o0 X —4o00 e
Or, X2-X ~ X? — +4oo,doncIn(X?-X) ~ In(X?) =2In(X). Ainsi:
X—+00 X —+o00 X—400
In(X? - X) 2In(X)
X N X 3
e X—+o00 e X—4o00
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

7.
1 | 1
(14 z)'/* = exp < In(1+ x)) = exp <n(:r:+)>
x x
Or,
1
n(r +1) N In(x) 0
x r——+00 x r——+00
donc : In 0
n(x + 0
kS -1
P( . ) e
8.

2@ = exp (In(z) In(z)) = exp (In*(z)) —

x—0

9. lim (1+1)*= lim (1+ X)YX =[1] d’apres la question 7.

z—01 X =400

<6:)W — exp (i In <x>> = exp (ln<>$—ln<m>> ~exp (”f‘f“””) — exp (1 - 1“5?“))

. ) o
Or, par croissances comparées, lim & =0, donc :
xX
T—r+00

In(x) 1
w(1-42) [

X

10.

2019-2020 Lycée du Parc 4/14



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

Etudier si les fonctions suivantes sont prolongeables par continuité en O :
1 2 1
1. z+— xsin| — |. 4.x|—>L|$| 7. x> sin | —
x x? — || T
1 o/ _
2.m»—>exp(—>. 5.‘%,_)& 8. x+— .
T 2z
1
3. me 6. x—x l‘-l——' 9. waQeXp(cos(m))
o T T

Les fonctions sont prolongeables par continuité en 0 si et seulement si elles admettent une limite finie en 0.

1
1. lir% x sin () = 0 (produit d’une fonction tendant vers 0 par une fonction bornée).
T T

1
Ainsi, f: 2 +— xsin <) est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
x

1/x 1/x

2. lim+ el/* = foo et lim eY* =0, donc z — e/* n’est pas prolongeable par continuité en 0 (on n’a pas
z—0 z—0~
les mémes limites a droite et & gauche, ou alors tout simplement une des limites est infinie).
. X . X . X . —x
3. hmu:hm—zl,et hmu:hm—:—l.
z—0t X z—0t T z—0- T z—0- X

T
Donc z +— u n’est pas prolongeable par continuité en 0 (limites différentes & droite et & gauche).
T

z2+|x\ R T +1
. — = lim —— = lim
z—07F x2 — |CE‘ z—0t 2 —x z—0+ x — 1
.22+ | . x—z . ox—1
et lim —— = lim = lim =
a—0- 22 — |x|  2m0- 224+ amotz+1
22 + |z
z? — ||
Vit -1

D. lin%) — est la moitié de la limite du taux d’accroissement en 0 de la fonction f qui & x associe
T— i

e ey 11 1
V1+z. Cest donc f/(0) = 35 =5 = 1
6. En0t, zfz+1l=a2(z+1)=2+1 — 1

z—0t
Eten()_,x’x—k%} :x(—m—%) =—22-1 — —1.
z—0~
Donc la fonction z — x ‘az + %! n’est pas prolongeable par continuité en 0.

-1

Donc f:x— est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = —1.

7. En 0" (et en 07), z + sin (%) n’admet pas de limite, donc ne peut pas étre prolongeable par continuité

en 0.
8. 2% = erIn(@) —6 e = 1 (par croissances comparées), donc f : x — 2% est prolongeable par continuité en
T—
0 en posant f(0) = 1.
. S . X cos(1/X) . X cos(1/X) . ,
9. lim 2%exp (M) = lim “—— = lim —S———5 = +00 par croissances comparées, donc
z—0F ¥ X—+00 X400 (X cos(1/X))

nécessairement la fonction ne peut pas étre prolongeable par continuité en 0.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

Etudier la définition, la continuité, et le prolongement par continuité des fonctions suivantes :

1. z— (14 2)In(1 4+ z) 3 2 In(l1+x) siz>0
’ e siz <0
1
_ 4. £ — ——
1+el/x ln(:v)

1. La fonction f: x +— (14 z)In(1 + z) est définie sur | — 1, +o0]. Elle est continue sur | — 1, +00[ en tant

que produit de composées de fonctions continues.
De plus, en —1, hml(l +x)In(l+2) = 1ir%uln(u) = 0 (par croissances comparées), donc f est méme
T—— u—

prolongeable par continuité en —1 en posant f(—1) = 0.

1
W est définie sur R*. Elle est continue sur R* car la fonction z — 1+ e/% est
e

continue (composée de fonctions continues) et ne s’annule jamais sur R*.

De plus, xli%h flx) = XLiIEOO ﬁ =0et xl_i>r€— flx) = Xlirgw ﬁ = 1, donc f n’est pas prolongeable

. La fonction f : z —

par continuité en 0.
In(l+z) siz>0
e’ siz <0
Elle est continue sur |0, +oo[ en tant que composée de fonctions continues, et elle est continue sur | — oo, 0[
en tant que fonction usuelle.
Enfin, lim f(z) =0et lim f(x) =1, donc f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

z—0t z—0—

. La fonction f:z+— { est définie sur R.

. La fonction f: x> — % est définie sur 10, 1[U]1, 4-o0].
In(x)

Elle est continue sur |0, 1] et sur |1, +o00[ en tant que quotient de fonctions continues, le dénominateur
ne s’annulant jamais.
En 0, lin% f(xz) =0, donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.

Tr—r

En 1, lim f(z) = —ocet lim f(x) =400, donc f n’est pas prolongeable par continuité en 1.
z—1- z—1+
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs dans [0, 1].
Montrer que f admet au moins un point fixe sur [0, 1] (i.e. qu'il existe ¢ € [0, 1] tel que f(t) = t).

Soit ¢ la fonction définie par :
Vo € [07 1]1 g(:U) = f(ZL') -

La fonction g est continue sur [0, 1] (car f et x — —z le sont).

De plus, g(0) = f(0) € [0, 1], donc g(0) > 0.

Et par ailleurs g(1) = f(1) — 1 € [-1,0], donc g(1) < 0.

Ainsi, 0 € [g(1), g(0)].

D’apres le Théoreme des Valeurs Intermédiaires, il existe nécessairement un ¢ € [0, 1] tel que g(¢) = 0, autrement
dit tel que : f(t) =t.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

@ Montrer que ’équation In(x) = —z admet une unique solution sur |0;+ool.

Notons pour tout z €0, +o0|, p(z) = In(x) + .

La fonction ¢ est continue sur ]0, +o0o[ (comme somme de fonctions continues), et est strictement croissante sur
10, +00] (comme somme de deux fonctions strictement croissantes sur |0, +0o0[).

Ainsi, ¢ réalise une bijection de |0, +oo[ vers ¢(]0, +o0[) =] l(i]r+n ®, 1+1£% [=] — 00, +00l.

Comme 0 € ¢(]0, +00]), il existe un unique a €0, +o0o[ tel que p(a) = 0, c’est-a-dire tel que In(a) = —a.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

4e*

e+ 7

Soit f la fonction définie sur R par : Vo € R, f(z) =

1. Etudier les variations de f sur R.
2. Démontrer que la courbe Cy admet deux asymptotes dont on précisera des équations.
3. Montrer que 1’équation f(z) = 1 admet une unique solution.

4. Montrer que ’équation f(z) = —In(z) admet une unique solution.

A"+ T) - 28

1. Vz e R, f(x) = w7 =4- 0

* x> € + T est strictement croissante sur R a valeurs dans |7, +o0.
* @+ 1 est strictement décroissante sur |7, +oo[ & valeurs dans 0, 1.
* x +— 4 — 28z est strictement décroissante sur |0, 4.

Par composition, f est strictement croissante sur R.

2. On a : At A
f(z) = c e — 0

~Y
€T+ 7 z——00 7 x——00

donc Cy admet au voisinage de —oo une asymptote horizontale en —oo d’équation y = 0.

28
er 4+ 7 mjoo

fa) =1~

donc Cy admet au voisinage de 400 une asymptote horizontale d’équation y = 4.

3. La fonction f est continue sur R (quotient de fonctions continues, le dénominateur ne s’annulant jamais),
et strictement croissante sur R, donc f réalise une bijection de R vers f(R) =|lim f, llm f[=]0,4].
— 0o o0

Comme 1 €]0,4[, 1 admet un unique antécédent par f dans R, autrement dit I’équation f(z) = 1 admet
une unique solution.

4. La fonction ¢ : x — f(z) + In(x) est continue sur |0, +oo[ (somme de fonctions continues) et strictement
croissante sur ]0,+oo[ (somme de fonctions strictement croissantes), donc ¢ réalise une bijection de
10, +o0] vers (10, +o0[) =] lim g, lim p|=] — o0, +o0].

o0

Comme 0 € ¢(]0,4+00[), I'équation p(z) = 0 admet une unique solution dans ]0, +ool, autrement dit il
existe un unique z tel que f(x) = —In(x).
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

Soit f une fonction continue sur R et décroissante.

Montrer que ’équation f(z) = x admet une unique solution.

Soit h la fonction définie sur R par :
Ve € R, h(z) = f(z) —x

La fonction f est continue, donc par somme, h est continue sur R.

La fonction f étant décroissante, et la fonction x — —x étant strictement décroissante, par somme, la fonction
h est strictement décroissante sur R.

Ainsi, h réalise une bijection de R vers h(R) =] 1+11£ h, 171{.% h[.

Comme f est décroissante, elle admet une limite en +o0o : soit un réel £, soit —co. Dans tous les cas :

h(z) = f(z) —x Sh 00

Comme f est décroissante, elle admet une limite en —oo : soit un réel ¢ soit +o0o. Dans tous les cas :

h(z)=f(z) —x — o0

T—r—00

Donc dans tous les cas h(R) = R.
Comme 0 € h(R), 0 admet un unique antécédent par h dans R, donc 'équation f(z) = x admet une unique
solution.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

@ Soit f une fonction continue sur [1,2] & valeurs dans RT*.

Montrer qu’il existe deux constantes ki et ks telles que : Vo € [1,2], kiz < f(z) < koz.

Notons h la fonction définie sur [1,2] par :
Ve e [1,2], h(z)=—+=

La fonction h est continue (quotient de fonctions continues, le dénominateur ne s’annulant jamais), sur un
segment.
Donc h est bornée sur [1,2] et atteint ses bornes :
il existe ki et ko deux constantes telles que :

x

VfL‘E[l,Q}, k1<M§k2

x

et on a alors :
Ve e [1,2], kiz < f(z) < koo
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

Soit f une fonction croissante et majorée sur [1, +ool.
f(x) = F(1)
1

On suppose que la fonction ¢ : z — est croissante sur |1, +00].

1. Justifier que xll}rfoo o(z) = 0.

2. En déduire le signe de ¢ sur |1, +o0].

3. Montrer finalement que f est constante sur [1, +oo].

1. La fonction f est supposée croissante et majorée, donc elle admet une limite finie £ lorsque x — 4o00.
Dans tous les cas, on a au voisinage de 400 :

P LR (O N (R (VN

r—1 T—+00 T z—+00

La fonction ¢ admet donc pour limite en 0 en +oo.

2. La fonction ¢ étant croissante de limite nulle en +o0, elle est nécessairement négative (car sa limite doit
étre sa borne supérieure), ainsi :
Va €]1, +oo, p(x) <O

3. Or, la fonction f est supposée croissante au départ, donc :

flz) = f(1)

Vz €]l,+o0], x>1= f(x) > f(1) et donc 0
T —

>0

On a donc :
Va €]1, +oo], ¢(x) >0

Finalement, pour tout = €]1, +o0o[, ¢(z) = 0, autrement dit :
Vz €]1, 400, f(x) = f(1)=0

La fonction f est donc constante égale a f(1) sur [1,4o00]
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

1
Soit f une fonction décroissante sur R telle que : f(z + 1)+ f(z) ~ —

T—+00 T ’

1. Justifier que f admet une limite en +oo et préciser sa valeur.

1 -1
2. Montrer que pour tout > 0 : flo+ ;+ f(@) < fz) < f@) + g(x )
P 1
3. En déduire que f(x) e

1. La fonction f étant décroissante, elle admet nécessairement une limite en 400 (finie ou infinie).

Raisonnons par ’absurde. Si jamais on avait lim f(x) = —oo, alors on aurait aussi
r—+00
lim f(z+1)= —o0, et donc :
T—r+00

fla4+1)+ f(x) — -

T—r+400

1
ce qui contredit le fait que f(z +1)+ f(z) ~ — — 0.

T—+00 T T—+00

Ainsi, nécessairement, f admet une limite finie £ au voisinage de +o0.

On a donc alors :
fla+ 1)+ fx) — L4+L=2¢

T—r+00
et aussi : .
fle+1)+ flx) ~ — — 0

T—+00 T T—+00

Par unicité de la limite, on a donc nécessairement 2¢ = 0, autrement dit ¢ = 0.

lim f(z)=0

T—r—+00

2. Pour tout x > 0, la fonction f étant décroissante sur [x — 1,2 + 1], on a :

fle+1) < flz) < fle=1)

D’ou :
fat D)+ i) _ f@)+ 1@ _ fe -1+ f@)
2 = 2 = 2
autrement dit : .
(CESES (PN (R (LIt
2 2
3. Or, d’apres les hypotheses, on sait que :
fl@+1)+ f(=) 1
2 zotoo 2 21
et L
f@+fa-1 11
2 z—4o0 2 2(x — 1) a—>+4o00 2z
Par encadrement, on a donc bien :
1
f(z) otoo O
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 5 - Limites et continuité

Soient f et g deux fonctions continues sur un méme intervalle I. On définit les fonctions sup(f, g) et
inf(f, g) par

va e R, (sup(f.g) ) (0) =max(f(ahg@). et (inf(£,9)) (@) = min(f(o).g(o)

_fHrg+lf -4

1. Vérifier que : sup(f,g) = — et inf(f, g) = ftg _2’f _9|.

En déduire que les fonctions sup(f, g) et inf(f, g) sont continues sur I.

2. On pose fT =sup(f,0) et f~ = sup(—f,0) = —inf(f,0).
Exprimer f* et f~ & laide de f et |f|. En déduire que f* et f~ sont continues sur I.

1. Pour tout réel z :
e En supposant par exemple que f(x) > g(x) (alors sup(f, g)(z) = f(z) et inf(f,g)(z) = g(x)), on a :

@+ (M0 -a)

f(@) + g(a) + |/ (@ f@)
2 - 2 =y ~/@
et
F(2) + 9(2) = |f(x) — glxy] _ T T~ (ERE) )
2 2 2

e Sion avait g(x) > f(z) on ferait de méme (les roles de f et g sont symétriques ici).
Ainsi, on a bien :

frg+I|f -4
a 2

_f=g—If—4l

sup(f, g) et inf(f,g)= 5

les fonctions sup(f, g) et inf(f, g) sont donc des sommes de composées de fonctions continues, donc sont
continues.
2. On a:

ft= ot f—:—f;"f\:’f\;f

Ainsi, fT et f~ sont des sommes de composées de fonctions continues, donc sont continues.
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