Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

1 Suites usuelles et explicites

Calculer le terme général des suites (u,,) suivantes :

l.ug=1,uy =4detVn € N, upi0 = —2upy1 — up. 3. up=>5,u1 =13 et Vn € N, upyo = dupy1 + duy,

2. up=2,up =1let Vn € N, tupto = 2Up41 — dtuy. 4. ug=2,u; =3 et Vn € N, upto = upnt1 — 2Uy.

Soit M la matrice carrée d’ordre n > 2 contenant uniquement des 1, sauf des 0 sur la diagonale.

1. Montrer que M est inversible et déterminer M ~*.

2. Montrer que pour tout k € N, M¥ = a;, M + BiI ou (a3) est récurrente linéaire double et ot B, = (n — 1)ay.

1 0 0 1 0 0
1.Soit A= 6 —5 6 |.Montrer que: Vn € N, Ju,, € R tel que A" = | 2u, 1—2u, 2u,
3 -3 4 Uy, —Up Uy + 1

2. Montrer que (uy,) est arithmético-géométrique. En déduire l'expression de u,, en fonction de n.

Calculer les limites suivantes, en utilisant éventuellement les DL usuels en O :

1. lim (Vn2+2— : n+3
Jim (vVn? 42 —n) 6. lim (2n—3)In (n+2)
3" —(=2)" n
2 LA 3+§2§ A p—
n—+oo 3" — . im _
; 2 2 notee i Vit k
3. lim \/n +n+1—\/n —n+1
n—+oo ]. hrf (1—|—n2)1/"
n n—r+00
1
o b 2
SN ) DL O N
k=1 n—+00 ln(n)4f5
\" n
5. lim (1+) 10. lim —
n—-+oo n n—+oo n/!

Déterminer un équivalent simple des suites suivantes, en utilisant éventuellement les DL usuels en O :

Loy =1 " k fixé
e R | 5. Yp = i (pour k fixé).
2. v, =vVn+1l—+vn-—-1 ™ 1 1
) cos| —+ — |In{cos—
3. wy, = In(1 4 n?) 6. 2 — 6 n n
. Zn S .
In(1 + sin(1)) (et — 1) ((1 N 1) _ 1)
4. xp = ————2—= n
n+1
2n—1
@ 1. Montrer que pour tout n > 1, '
n!
1
2. Onnote: Vn>1, S, = Pk Montrer que (S,,) converge vers un réel ¢ tel que 2 < ¢ < 3.
k=0
(71)k+1
Soit (S,) la suite définie par : ¥n > 1, S, = Z — Montrer que (Sa,,) et (S2,41) sont adjacentes. Qu’en déduire
k=1

sur (S,)?
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On note pourn > 1, S,, =

1.

2.
3. On pose T,, = S,, — 24/n. Montrer que (T},) converge. En déduire un équivalent de S,, lorsque n — -+o0.

1
m<2(\/n+ —\/ﬁ)gﬁ.

En déduire la limite de (S,,).

Montrer que Vn > 1,

@ Soient (uy,) et (vy,) deux suites de réels strictement positifs.

UnJrl < vn+1

On suppose que pour tout n > 0, on a < .

1.
2.

Un Un

Montrer que si u,, — +o0, alors v, — +00

Montrer que si v,, — 0, alors u,, — 0.

2 Suites récurrentes définies par une fonction continue

Soit (uy,) définie par up =1 et Vn € N, upiq = up, +e74n.

Déterminer la limite de la suite (uy,).

[N

12

13

Soit (uy,) définie par ug =1/2 et Vn € N, upt1 = un(l — uy).

Montrer que Vn € N, 0 < u, < 1.

Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

Soit (uy,) définie par ug = 1 et Vn € N, upq1 = upe™ 4.

Montrer que Vn € N, u, > 0.

Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

Soit (uy,) la suite définie par : ug =1 et ¥Yn € N, w,q11 = /4 + 3uy,.

1. Montrer que : Vn € N, u,, > 0.

W N

e~

ot

14

1

N)b—‘I

wNHH

Etudier la dérivée de f : z — /4 + 3z sur [0, +-00[

3
Montrer que : Vn € N, |uy,41 — 4| < i\un — 4]

4

En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

En déduire que : Vn € N, |Ju,, — 4| < <3> x 3

2up+1

Soit (uy) définie par : up =0 et Vn € Nju,41 = s

Montrer par récurrence que Vn € N, 0 < uy, < upy1 < 1.

En déduire que (u,) converge et déterminer sa limite.

Soit (uy,) la suite définie par son premier terme ug > 1 et pour tout n € N, w41 = u% + —.

Montrer que pour tout n € N, u,, est bien défini et u,, > 1
La suite (u,) est-elle monotone ?

Montrer par ’absurde que la suite (u,,) diverge.
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z+1
x+2

Soit f la fonction définie sur R \ {—2} par f(x) =

Soit (uy,) la suite définie par :

N =

w N

. Montrer que pour tout z € R*, | f/(z)]

. Montrer que : ¥n € N, |up1 — o < =|

ug =0 et Vn €N, upi1 = f(un)

. Montrer pour tout n € N que la proposition P(n) : "u, existe et u, > 0” est vraie.

. Résoudre I'équation f(z) = x.

On note « la solution positive. Montrer que a < 1.
1

S1
Up

)
! |
4 Q.

. La suite (u,) converge-t-elle ?

1. Etudier la fonction f définie sur Rt par f(z) = In(z + 1) — z. En déduire le signe de f.

. Soit la suite (u,,) définie par ugp =1 et Vn € Nyu,41 = In(u, + 1).

Montrer que pour tout n € N, u,, est défini et u,, > 0. La suite (u,) est-elle monotone ? convergente ? si oui, préciser sa

limite.

Soit f la fonction définie sur [0,1] par f(z) =1 — 2.

. Montrer que [0, 1] est stable par f. En déduire que si ug € I, la suite (u,) donnée par Vn € N,

Un+1 = f(un) est bien définie.

. Montrer qu'’il existe un unique réel « € [0, 1] pouvant étre limite de la suite (uy).

. On suppose ug €]0, af.

(a) Etudier le signe de f o f(z) — 2 pour tout z € [0,1].

(b) On pose v, = Uz, et wy = Uzpt1. Etudier la monotonie de (vp). Quelle est sa limite ? La suite (u,) converge-t-elle ?

Soit (u,) définie par ug =0 et Vn € N, up41 = Vu, +n+ 1.

. Montrer que : Vn € N, u, < 2/n.
. Montrer que : u, = nﬁaw(n)
. Montrer que : u, Nets vn
1
. Montrer que : u, —v/n ~ =
n—-+oo 2
Mont : Vn ! !
. Montrer que : u, neg L~ S/
Soit la suite (t,) défini to=2etVneN,t fn
oit la suite éfinie par tg = 2 et Vn , =—"—.
n par tp ntl = nt2

. Etudier la monotonie de la suite ().

. Montrer que (t,) converge et déterminer sa limite.
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2.

Suites implicites

On considere la fonction f définie sur R par f(z) = €® + z.

Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle & expliciter.

Montrer que pour tout entier positif n, I’équation f(z) = n possede une unique solution que 1’on notera .
Etudier la monotonie de la suite (u,,).

Montrer que la suite (u,) diverge vers +oo.

En déduire que u,, ~ 1In(n).
n—+4oo

Soit pour tout entier n > 1, f,, la fonction définie sur |0, +o0[ par : Vo > 0, fn(x) = nx + In(x).

Pour tout entier n > 1, montrer que 1’équation f,(x) = 0 admet une unique solution sur ]0, +o00[, qui appartient a ]0, 1].
On notera x,, cette solution.

Montrer que (z,,) est décroissante.

En déduire que (z,,) converge vers 0.

Montrer que pour n = 3, x,, > —
1

N

Etudier le signe de = — In(x) et en déduire que z,, <

Pour n > 3 et « € [0,n], on note : f,(z) =x"e * — 1.

. (a) Etudier les variations de la fonction f, sur [0, n].

(b) En déduire que I’équation =™ = e” a une unique solution dans 'intervalle [0, n]. On note u,, cette solution.
Montrer que Vn > 3,u, > 1.

Etudier le sens de variation de la suite (Un)n>3-

Montrer que la suite (uy,),>3 est convergente et déterminer sa limite.

1
On pose . Up = Uy — 1. Montrer que Uy, ~ —.
n—+4oco N

Pour un entier n > 3, on pose f,(x) = 2 — nln(z) pour z > 0.

Dresser le tableau de variations de f, et esquisser son graphe.

Montrer que I'équation f,(x) = 0 admet deux solutions sur R .

On note uy, la plus petite solution de f,,(x) = 0 sur R .

3
4

1
2

. Montrer que (u,) est décroissante, et converge vers 1.

1
. On pose u, = 1+ v,. Montrer que v,, ~ —.
n—+oo n

x? "
Soit n € N* et fn:x»—>—1—|—:z:+?+~~-—|——.
n
. Montrer que pour tout n > 2, il existe un unique x,, dans 0, 1[ tel que f,(z,) = 0.

. (a) Montrer que la suite (z,,)n>2 est décroissante.

Tn tn
(b) Montrer que 1+ In(1 — z,,) + / 1—¢
o _

En déduire la limite de la suite (z,,)n>2-

dt = 0.
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