Hypokhagne B/L

Exercices Chapitre 11 - Espaces vectoriels

11.1

1. Dans R3, le vecteur (—6, —17, 17) est-il une combinaison linéaire des
vecteurs ((2,1,3),(3,5,-2))7

4
2. Dans M3 (K), le vecteur | —1 | est-il une combinaison linéaire
-1
0 2 2
des vecteurs | 1 |, 0 1 117
1 -1 1

3. Dans R[X], le polynéme P = X3+ X2 —2X est-il une combinaison
linéaire des polynomes X2(X — 1) et X(X —1)27?

Soit A une matrice fixée de M, (R) (n > 1).

On considere ensemble E = {M € M, (R) /AM = M A}.
Montrer que E est un espace vectoriel.

Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels :

1.E:{<“‘§b2b a2_ab>,a,beR}

2. F= ($+yv$_y72y)7 IL‘,yGR}

3. G={(x,y,2) €R® / .+ 2y — 32 =0}

CH={(r,y,2) €ER® /o +y+2=0et 2x —y+ 2 =0}

{
{
{
x
5. I{ y | eMz3i(R) /) —z+2y=y+6zety+3z=—2x

6. J={(un) / VR EN, upio = uny1 + duy}

Montrer que la famille B = ((1,6,9), (1,4,6),(3,6,2)) est une

famille génératrice de R3.
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Pour les espaces vectoriels suivants, déterminer une famille gé-
nératrice :

1. A={(xr —y,x+y,2x — 3y), =,y € R}
B={(z,y,2) €ER® o =y =2}
C={(z,y,2,t) ER* /20 —y+2z2—t=0et y+2z—t=0}
D ={P e C[X] / P(0) = P'(0) = 0}

- r 2x—vy
5. E_{<y x+2y>,$,y6R}

Les familles suivantes sont-elles libres ou liées ?

Ll

1. ((1,1,1,1),(1,2,3,4),(1,2,8,16)) dans R*.
2. (X3, X%(X —2),X(X —2)?,(X —2)?) dans R[X]

s (1 2) () st

4. ((x = ), (z — €%), (z — In(x)) dans 'espace vectoriel des fonctions
définies sur R**.

5. (cos,sin) dans 'espace vectoriel des fonctions définies sur R

Montrer que si (:?1> , 75, :?3) est une famille libre dans un espace

vectoriel E, il en est de méme pour la famille (171> + 5, Th+ T5, Th + aﬁ))

Déterminer une base des espaces vectoriels suivants :

x Y z
1. A= vy z+y+z vy |, z,y,2€R
z Y x

2. B={PeR[X]/P=aX?+(b-2a)X +a—b+ec, ab,ceR}
3. C={(x —y+2z3x+6z, -2z +4y), x,y,z € R3}
4. D= {(z,y,2) €R® [ 2z =y et y = 3z}
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Dans R3, déterminer une base et la dimension des sous-espaces

vectoriels suivants :

1. By ={(z,y,2) €R® /22 +y—2=0}

2. Ey={(z,y,2) €R3 / 2z =0et 3y —z = 0}

3. Bs={(z,y,2) €R3 /x—z=0¢t 3y —z =0}

4 Ey={(x,y,2) €R® | —z—y+z=0et 2z +y—52=0}
5. Bs = {(z,y,2) € R3 / 20 — 32 = 4y — bz}

6. Bo={(z.y,2) €R® | —a+2y=y+062=23z—2z}

11.10| Déterminer si la famille donnée est une base de ’espace donné :

1. ((1,0,-2,5),(7,—4,3,1),(0,1,-1,0), (1,-3,0,2)) dans R*
2. ((1,2,3),(4,5,6)) dans R3
3. BX2+ X +2,3X%2+ X +1,2X? + X + 1) dans Ry[X]

(TR ) (L) (AT D)

dans M 3(R).

11.11| Dans E = R™ x R, on définit une loi + par

(z,y) + (@, y) = (22, y + ')
et une loi externe a coefficients dans R par
Az, y) = (2}, \y)

Vérifier que (E,+,-) est un R-espace vectoriel.

11.12] Soit F = {(z,y,2) €R® / 2 +y + 2 = 0}.
Soit G = {(x,y,2) € R® / v — 2y + 2z = 0}.
Vérifier la formule de Grassman.
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11.13| Soit F = {(z,y,2) €R3 / x +y+ 2z =0}.
Soit G = Vect((1,1,1)).
Montrer que F est G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans R3.

11.14| Soit F = {(z,y,2) €R3 / x +y+ 2z =0}.
Soit G = Vect((1,1,1)).
Montrer que F' est GG sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans R3.

Soit E = R3.

1. Soit F = Vect((0,1,1),(1,0,2)). Trouver un vecteur € R tel
que F & Vect(Z) = E.

2. Méme question avec F' = Vect((1,2,3),(2,2,0)).

Soit E = R3.

1. Soit F = Vect((1,2,2)). Trouver deux vecteurs 2 et 3/ de R? tels
que F @ Vect(Z, ) = E.

2. Méme question avec F' = Vect((1,0,1)).

11.17| Soit E 'espace vectoriel des fonctions définies sur R.

On note F' le sev des fonctions paires de E et GG le sev des fonctions
impaires de E.
Montrer que £ = F & G.
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