Hypokhagne B/L

Exercices Chapitre 07 - Continuité et dérivation

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes,

préciser leur domaine de dérivabilité et calculer leur dérivée la ou elle
existe :

1. fro— V222 +3z+1

2. g:x— M

Va2—5
3. h:xw— In(In(|z]))
4. u: x> Ind(z)

Soit f une fonction continue sur [0,1] & valeurs dans [0, 1].

Montrer qu’il existe au moins un réel xg dans [0, 1] tel que f(xg) = xo.

Soit f une fonction polynomiale de degré n avec n un entier
impair.
Montrer que la fonction f s’annule au moins une fois sur R.

Soit f une fonction décroissante et continue sur R. Montrer qu’il

existe un unique réel xy qui vérifie f(z¢) = .

Montrer que 1’équation z2e® = 1 admet une unique solution sur

R que l'on note a. Vérifier qu’'on a « € [0, 1].

Montrer que 1’équation In(z) = —z admet une unique solution
sur ]0, +-o0].

VIn(z)

. Montrer que f

Soit f la fonction définie par f(z) =

réalise une bijection de [/e, +o00[ sur un intervalle & préciser.

Soit f une fonction dérivable sur R.

Montrer que si f est paire, alors sa dérivée est impaire.

2013-2014

Montrer que si f est impaire, alors sa dérivée est paire.

Pour tout entier n > 1, on définit la fonction f, par :

Vz € [0, +oo[, folz)=2" +92° —4

1. Montrer que I’équation f,(z) = 0 admet une unique solution stric-
tement positive notée u,,.

2
Calculer uq et ug. Vérifier que Vn € N*, 0 < u,, < 3"

Montrer que : Vz €]0,1], fot1(x) < fo(z)
En déduire le signe de fy,(uny1).

AN B

Déterminer enfin les variations de la suite (uy,).

—1/22 :
07.10| Soit f définie sur R par : f(z) = { (6) siz#0 ‘

siz=0
Montrer que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

07.11| On considere la fonction f définie par

2+ 3In(x)
f(@) = 1 —1In(x)

1. Démontrer que f réalise une bijection de Je, +oo[ sur un intervalle
J que l'on précisera.

2. Déterminer f~1(—4). Justifier que f~! est dérivable en —4 et cal-
culer (f71)(—4).

07.12| La fonction f définie sur R par f(z) =

ClsurR?

T est-elle de classe
1+ |z

07.13| Déterminer la dérivée n-ieme de f : z +— e (322 +x — 5).
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Soit f : [a,b] — R dérivable. On suppose que f(a) = f'(a) =0,

que f(b) > 0 et que f'(b) < 0.
Montrer que f’ s’annule sur ]a, b|.

07.15| Soit f une fonction continue sur [a, +oo[ dérivable sur Ja, 00|
telle que lim f(z) = f(a). Montrer qu’il existe ¢ €]a,+oo| tel que
Tr——+00

f'le)=0

Montrer que pour tous x,y € RT™, on a :
(e

Soit h la fonction définie par h(z) = In(1 4 e~ %).

1. Montrer que h est de classe C' sur son domaine de définition.

2. Démontrer que h admet un unique point fixe a et que a € [0, 1]

3. Montrer que pour tout x € [0, +o0],

1
h(2) = al < 5le ol

07.18 | Déterminer le développement limité au voisinage de 0 des fonc-

tions suivantes & 'ordre n donné :

I.x—In(l+x)+e*, n=4 6. v x—ax3+xt ne {2415}
2.z—e*In(l+z),n=3 )
3. xz—=In(l+zx+2%),n=3 7. 20— ——,n=4
( A ) —
4. x— (142z)+ , n=3
x
U Ay T 8. x> \/1+VIta n=2

07.19| Déterminer le développement limité en 0 a lordre 4 de la
fonction f : x +— In(1+ e~*) . En déduire f(0), £7(0), f®(0) et f*(0).

2013-2014

07.20| Calculer les limites suivantes :

T—-1- : 3 1/3 3 1/3
1. 313%6962“7 4. xgrfw(i;z)/ ~(a® — )V
> zETZil:(f ;xl) — i g }:1—% 1 -2 +1In(z)
3. Jim ————— 6. lim 2 (In(2? + 2+ 1) — 2In(x))
On pose Vx €] — 1,0[U]0, +oo], f(z) = ln(l—;;c)—x

1. Déterminer le DL2(0) de f. Montrer alors que f peut étre prolongée
par continuité en 0 et que ce prolongement est alors dérivable en 0.

2. Déterminer alors I’équation de la tangente en 0 et étudier la position
de la courbe de f par rapport & sa tangente en 0.

07.22| Soit f:x+— x4+ In(1 + x).

1. Montrer que f admet au voisinage de 0 une fonction réciproque et
que f~! admet un développement limité & I’ordre 3 en 0.

2. Calculer ce développement limité.
3. Mémes questions pour f : x +— = + x? + 3.
11—z

07.23| On pose f(z) = 152 Déterminer ’équation de la tangente
x

a Cy au point d’abscisse 0, ainsi que la position relative de Cy par rapport
a cette tangente.

X

07.24| On pose pour tout > 0, f(z) = 1—i—ex—p(1/:v)'
1 1 1
Montrer qu’on a f(z) = 371 + 1822 + ﬁe(x) avec €(x) el 0.

Que peut-on en déduire graphiquement ?

V1 2
07.25| Donner un DL a l'ordre 2 de f(x) = Rk en 0,
z+1+V1+42?

+oo et —oo. En déduire I'allure de C; au voisinage de +o00, —o0o, et 0.
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