
Exercice 1 : Sous espaces vectoriels de ℝ" 
On se place dans l’espace vectoriel ℝ".  
On considère le sous espace vectoriel F de ℝ" engendré par la 
famille (u,v,w) où u = (1,3,-1,0) ; v = (5,4,-2,1) et  
w = (-13,5,1,-4).  
 

1. a) Justifier que la famille (u,v) est libre.  
b) Montrer que w peut s’écrire comme combinaison 
linéaire de u et v.  
c) En déduire une base et la dimension de F.  
 

2. On considère le sous espace vectoriel G engendré par  
x = (1,3,0,0) et y= (6,7,-3,2). 
a) Justifier que (u,v,x,y) est une base de ℝ" . 
b) Décomposer le vecteur w dans cette base.  

 
3. Soit H le sous espace vectoriel défini par 

H={(a,b,c,d) ∈ ℝ"/ 3a-b+7d= 0 et a+b+4c-2d=0} 
a) Déterminer une base de H.  
b) Montrer que u ∈ H et que v ∉ H. En déduire une 

base de 𝐹 ∩ 𝐻.  
c) Quelle est la dimension de F+H ?  En donner une 

base, en justifiant. 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 



 
Problème 1 : Algèbre linéaire : Changement de base  
 

On considère les matrices A = (
0 1 1
−2 3 2
1 −1 0

. et I = (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

. 

On note 𝑓 l’endomorphisme de ℝ0	canoniquement associé à A et Id 
l’endomorphisme identité de ℝ0.  
 

1) a) Calculer (𝐴 − 𝐼)6.	En déduire que A est inversible et écrire 𝐴89 
comme combinaison linéaire de I et A.  
b) Que peut-on en déduire pour Ker(A) ?  
c) Que peut-on en déduire pour l’application 𝑓 : est-elle injective, 
surjective, bijective ?  
 

2) On pose N =𝐴 − 𝐼.  
b) Pour tout entier naturel 𝑛, exprimer 𝐴; comme combinaison 

linéaire de I et N puis comme combinaison linéaire de I et A.  
c) Vérifier que l’expression obtenue à la question 2a) est encore 

valable pour 𝑛 =-1.  
 

3) On pose 𝑢9 = (𝑓 − 𝐼𝑑)(𝑒9) et 𝑢6 = 	𝑒9 + 𝑒0 où (𝑒9, 𝑒6, 𝑒0)	est la base 
canonique de ℝ0.  
a) Quelle est la matrice de  𝑓 − 𝐼𝑑 dans (𝑒9, 𝑒6, 𝑒0)	? 
b) Calculer 𝑢9 et 𝑢6.  
c) Justifier que le rang de 𝑓 − 𝐼𝑑 est 1.  
d) Montrer que (𝑢9, 𝑢6) est une base de Ker(𝑓 − 𝐼𝑑).  

 
4) a) Justifier que B = (𝑢9, 𝑢6, 𝑒9) est une base de ℝ0. 

b) Justifier que 𝑀𝑎𝑡F(𝑓) =	 (
1 0 1
0 1 0
0 0 1

.. On note T cette matrice. 

c) On pose 𝑃 = (
−1 1 1
−2 0 0
1 1 0

..  

Calculer 𝑃89 et vérifier que A = 𝑃𝑇𝑃89.	 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 



 
 
Problème 2:  
Les parties B et C sont indépendantes entre elles mais il est 
nécessaire d’avoir bien traité la partie A pour pouvoir les 
aborder. 
On considère dans tout l’exercice la fonction 𝑓 définie sur ℝ 
par :  

I𝑓(𝑥) = ln M
𝑒N − 1
𝑥 O 	si	𝑥 ≠ 0

𝑓(0) = 0
 

Partie A 
 

1) Vérifier que pour tout 𝑥 ∈ ℝ∗, T
U89
N

> 0 
2) Justifier que 𝑓 est continue sur ℝ. 

3) a) Montrer que 𝑓 est 𝐶9 sur ]-∞;0[ et sur ]0 ;+∞[ puis 
vérifier que  𝑓Z(𝑥) = NTU8TU[9

N(TU89)
	 pour tout réel 𝑥 ≠ 0.  

b) Étudier les variations de la fonction 𝑔 définie pour 
tout réel 𝑥 par :  𝑔(𝑥) = 𝑥𝑒N − 𝑒N + 1 
c) En déduire le signe de 𝑔(𝑥)  
d) Justifier que	𝑓		est strictement croissante sur ℝ .  
e) Calculer les limites de 𝑓 aux bornes de son ensemble 
de définition. 
f) Justifier que 𝑓 réalise une bijection de ℝ sur un 
intervalle J à préciser.  
g) Justifier que l’équation 𝑓(𝑥) = 1 admet une unique 
solution réelle que l’on notera 𝛼.  
De même on notera 𝛽 l’unique réel tel que 𝑓(𝛽	) = −1. 

 
Partie B : Étude d’une primitive de 𝑓 
Pour tout réel 𝑥 on pose 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡	.N

`  
1) Justifier que 𝐹 est bien définie.  
2) a) Soit 𝛼 le nombre réel défini dans la partie A. 

Justifier que pour tout réel 𝑥 > 𝛼, 
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ≥ 𝑥 − 𝛼N
b . 

En déduire lim
N→[e

𝐹(𝑥).	 
b) Déterminer de même lim

N→8e
𝐹(𝑥). 

c) Étudier les variations de 𝐹 sur ℝ.  
 
Partie C : Étude d’une suite d’intégrales 
On pose pour tout entier naturel 𝑛,  𝐼; = 	∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥	;

` . 
1) Justifier que la suite (𝐼;) est croissante.  
2) a) Justifier que pour tout 𝑘 ∈ ℕ,  

𝑓(𝑘) ≤ i 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑓(𝑘 + 1)
j[9

j
 

b) Montrer alors que 
pour tout entier 
n≥ 2, on a : 

 



 

 
 

 

 

Puisque f(0)=0 et comme le logarithme transforme un produit en une somme on a :  


