PROBABILITES :
Soit un entier N > 2. Une urne contient N boules numérotées de 1 a N. On y
effectue une suite indéfinie de tirages avec remise. L’expérience est modélisée dans
un espace probabilisé (€2, A, P).
Pour tout k& € [1, N], on note X} la variable aléatoire correspondant au numéro
du premier tirage pour lequel £ boules distinctes ont été obtenues au moins une
fois.
En particulier, Xy représente le numéro du premier tirage pour lequel toutes les
boules de I'urne sont sorties au moins une fois.

1. a) On note 77 = X, et, pour tout k € [2, N], Ty, = Xj — Xi_1. Montrer que T}
suit une loi géométrique dont on précisera le parametre py.
b) En déduire I'espérance et la variance de T.

Dans la suite, on pourra admettre que les wvariables T) sont mutuellement
indépendantes.

2. Montrer que Xy admet une espérance et une variance, et déterminer E(Xy) et
V(XnN).

a) Montrer que : Vn € N*,In(n+ 1) < H,

b) En déduire que E(Xy) ~ In(N).
(N—00)

4. a) Montrer que V(Xy) < 2N2.

b) Montrer que, pour tout réel a > 0, P(|XN — NHy| > aN) < %.



CORRIGE :

1. a ) La variable T} correspond au nombre de tirages nécessaires pour obtenir une
nouvelle boule a partir du moment ou (k — 1) boules distinctes ont déja été tirées.

Cela correspond au temps d’attente d’un premier succes dans un processus de

Bernoulli dont la probabilité de succes vaut W, qui est la proportion de
boules qui n’ont jamais été tirées.
Donc T} suit une loi géométrique de parametre p, = W
b) On en déduit que :
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2. Comme X,, = ) T}, par linéarité de l'espérance,
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De plus, comme les variables T}, sont mutuellement indépendantes,
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3. Classiquement par décroissance de la fonction ¢ — % sur RY -

ﬁ <In (kaL—l) < % pour tout k de N*

et, par sommations télescopiques : Y L1+ > L<i4mn; > % > In(n+1).
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b) Pour tout entier n > 1, In(n +1) < Hy <1+ ﬁ
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Par encadrement lim II—-IIL =1, puis E(Xy) ~ NInN.
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4.a) On a :
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Donc V(Xy) < N2(1+1 — ﬁ) < 2N2,

b) Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
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P(| Xy = NHy| > aN) = P(| Xy — E(Xy)| =2 aN) <



