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Khôlle n°21 (A) 

 

Question de cours : Inégalité de Markov : énoncé et démonstration.  

Exercice 1 :  

Une urne contient n boules numérotées de 1 à n. On effectue des tirages avec remise. On arrête les tirages 
lorsque le dernier numéro obtenu est supérieur ou égal au numéro obtenu au précédent tirage. On appelle X 
la variable aléatoire qui donne le nombre de tirages effectués.  

1) Déterminer les valeurs prises par X.  
2) Déterminer P(X≥2) ; P(X≥ 3) et P(X= 2).  
3) Pour tout k ∈ X(𝛺), déterminer P(X≥ 𝑘) . En déduire P(X=k).  
4) Calculer E(X). 

 

Exercice 2 :  

Soit 𝑛 ≤ 𝑁. On considère une urne contenant N boules numérotées de 1 à N. On tire simultanément 𝑛 de ces 
boules. Soit k un entier tel que 0< 𝑘 ≤ 𝑁. 

1. Soit 𝑝/  la probabilité que tous les numéros tirés soient inférieurs à k. Déterminer 𝑝/ . 
2. Soit 𝑞/ la probabilité que le plus grand des numéros tirés soit égal à k. Déterminer 𝑞/   

3. En déduire que ∑ 2𝑘 − 1𝑛 − 15 = 2𝑁𝑛5
6
/78  

 

Exercice 3 

Soit X la variable aléatoire définie sur {-1 ; 0 ;1} par P(X = -1) = P(X = 1) = 9
:
  et soit Y = X². 

1) Calculer cov(X,Y).  
2) X et Y sont-elles indépendantes ? 
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Corrigé khôlle n°21 (A) 

Exercice 1 :  

1) Il faut au moins 2 tirages et au maximum n+1 si on a obtenu la suite strictement décroissante n, n-1, …, 3, 
2, 1 aux n premiers tirages. 

2)  P(X≥2) =1 d’après la question précédente 

P(X≥3) = 
;8<=

8²
  car il y a 2𝑛25 couples (i ; j) avec i>j pour ne pas s’arrêter à 2 tirages;  

P(X=2)= P(X≥2)	 − P(X≥3) =   1 −	
;8<=

8@
= 1 − 8(8B9)

<8@
= 8C9

<8
 

3) Plus généralement,  P(X≥k) = 
2 8
/B95

8DEF
	et P(X=k)= P(X≥k) − P(X≥k+1) 

4) E(X)=∑ 𝑘 G
2 8
/B95

8DEF
−

28/5

8D
H 	= 		∑ (𝑘 + 1)

28/5

8D
−	∑ 𝑘

28/5

8D
8C9
/7< 	8

/79
8C9
/7<  

						= 	∑
28/5

8D
+ 2	 = 	∑

28/5

8D
18B/	8

/7J
8
/7< =	 	(1 + 9

8
)		8 

Exercice 2 :  
 

 

  



Exercice 3 :  

1) On sait que P(X= 0) = 1 – P(X=−1) – P(X = 1) = 9
<
, donc E(X) = 0 

et que Y(Ω) = {0; 1} avec P(Y = 0) = P(X = 0) = 9
<
 donc P(Y=1)= 9

<
 et E(Y) = 9

<
.  

On a la loi du couple :  
 

Y    \        X -1 0 1 Loi de Y 

0 0 1
2 

0 1
2 

1 1
4 

0 1
4 

1
2 

Loi de X 1
4 

1
2 

1
4 

1 

 
Cov(X,Y) = E((X-E(X)(Y-E(Y)) = 9

:
(−1 − 0)(1 − 9

<
 )+ 9

<
(0 − 0)(0 − 9

<
 )+ 9

:
(1-0)(1-9

<
)  

                                                     = B9
Q
+ 0 + 9

Q
= 0  

2) Pourtant les variables X et Y ne sont pas indépendantes. Cela se voit à la position des 0 dans la table 
de la loi conjointe : P(X= 0 ∩ 𝑌 = 1) = 0	 ≠ 𝑃(𝑋 = 0) × 𝑃(𝑌 = 1) = 	 9

<
× 9

<
 = 9

<
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Khôlle n°21 (B) 

 

Question de cours : Formule de Koenig Huygens : énoncé et démonstration 

 

 

Exercice 3 :  

Des variables aléatoires définies sur 𝚴 sont dites échangeables si quelque soit (𝑖, 𝑗) ∈ 𝛮²;  

𝑃;(𝑋 = 𝑖) ∩ (𝑌 = 𝑗)= = 𝑃((𝑋 = 𝑗) ∩ (𝑌 = 𝑖)). 

1) Montrer que si X et Y sont indépendantes et de même loi alors elles sont échangeables.  
2) Montrer que si X et Y sont échangeables alors elles ont la même loi. 
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Corrigé khôlle n°21 (B) 

Exercice 1 :  

1) Par incompatibilité, P(𝐴9 ∪ 𝐴< ∪ 𝐴_) = 𝑃(𝐴9) + 	𝑃(𝐴<) + 	𝑃(𝐴_) 

=	
1
2 + 𝑃

(𝐹9 ∪ 𝑃< ∪ 𝑃_) + 	𝑃(𝐹9 ∪ 𝑃< ∪ 𝐹_ ∪ 𝑃: ∪ 𝑃a)	 

																																										= 	 9
<
+ 9

<b
+ 9

<c
 = 9

<

9B(Fd)
b

9BFd
 = 9

<
:
_
 ( 1 - 9

e:
	) = 	 <9

_<
 

 

2) De même P(B) = 9
<@
+ 9

<d
+ 9

<f
+	 9

<g
+ 9

<Fh
= 	 9

<@
9B(Fd)

c

9BFd
 = 9

:
:
_
 ( 1 - 9

9J<:
) = 	 _:9

9J<:
 

3) « Personne ne gagne » est l’événement contraire de « A ou B gagne ». La probabilité est donc  

1 −
1
2
4
3 i1 −

1
1024j −

341
1024 = 1 −

341
512 −

341
1024 = 	

1
1024 

4) Notons G l’événement « il y a un gagnant ».  

𝑃l(𝐴) = 	
m(n∩l)
m(l)

= 	
bdF
cF@
Fh@b
Fh@d

= 	 <
_
.  

 

Exercice 2 :  

1 . Si c = 0 alors pour tout entier naturel i non nul on a : P( X = i ) = 9
<oEF

× 9
<
 = 9

<o
  (loi du premier succès 

donc loi géométrique de paramètre 9
<
 , cf chapitre 16) 

2. Soit n ∈ ℕ∗, alors P(𝐸8) = P(𝑁9)× 𝑃6F(𝑁<) × 𝑃6F∩s@(𝑁_) × … .× 𝑃6F∩s@∩…∩suEF(𝑁8) 

                                             = <
:
× <Cv

:Cv
× <C<v

:C<v
× …× <C(8B9)v

:C(8B9)v
 = 9

<
∏ <C/v

:C/v
8B9
/79	  

3. a)  Si c = 1 alors pour tout entier n non nul on a P(𝐸8) = 9
<
∏ <C/

:C/
8B9
/79	  = 9

<
(8C9)!
<

:!
(8C_)!

= 	 e
(8C_)(8C<)

 

Les événements 𝐸8forment une suite croissante donc P(X= 0) = lim
8→C}

𝑃(𝐸8) = 0, le jeu s’arrête presque 

sûrement.  

b) ~
8C9

+	 �
8C<

= 	 ~(8C<)C�(8C9)
(8C9)(8C<)

 = 9
(8C9)(8C<)

 si et seulement si � 𝛼 = −𝛽
2𝛼 + 𝛽 = 1 ⟺ �𝛼 = −𝛽

𝛼 = 1  

Donc 9
8C9

−	 9
8C<

= 9
(8C9)(8C<)

 

Pour tout entier n non nul on a X = n si on a 𝐸8B9 ∩ 𝐸8��� donc  

P(X = n ) = P(𝐸8B9)	𝑃�uEF(𝐵8) = 	
e

(8C<)(8C9)
<

:C(8B9)
= 9<
(8C<)(8C9)(8C_)

 

La série de terme général (n+3)P(X= n)=	 9<
(8C<)(8C9)

 est convergente en comparaison à une série de 

Riemann convergente et pour tout entier N on a :  



�(𝑛 + 3)𝑃(𝑋 = 𝑛) = 	12�
1

𝑛 + 1 −	
1

𝑛 + 2 = 12(1 −
1

𝑁 + 2)
6

87J

6

87J

 

D’autre part E(X) = lim
6→C}

∑ (𝑛 + 3)𝑃(𝑋 = 𝑛) −6
87J ∑ 3𝑃(𝑋 = 𝑛) = 12 − 3 = 9.6

87J  

4. a) Si c = 2 alors pour tout entier n non nul on a P(𝐸8) = 9
<
∏ <C</

:C</
8B9
/79	  = 9

<
∏ 9C/

<C/
8B9
/79	   = 8!

(8C9)!
= 	 9

8C9
 

Les événements 𝐸8forment une suite croissante donc P(X= 0) = lim
8→C}

𝑃(𝐸8) = 0, le jeu s’arrête presque 

sûrement.  

b) Pour tout entier n non nul on a X = n si on a 𝐸8B9 ∩ 𝐸8��� donc  

P(X = n ) = P(𝐸8B9)	𝑃�uEF(𝐵8) = 	
9
8

<
:C(8B9)

= 9
8(8C_)

.  

La série de terme général nP(X= n)=	 9
8C_

 est divergente en comparaison à une série de Riemann divergente 
donc X n’admet pas d’espérance.  

 

Exercice 3 :  

1) 𝑆𝑜𝑖𝑡	(𝑖, 𝑗) ∈ ℕ²;  
𝑃;(𝑋 = 𝑖) ∩ (𝑌 = 𝑗)= = 𝑃(𝑋 = 𝑖)𝑃(𝑌 = 𝑗) =P (Y=i) P (X = j) = 𝑃;(𝑌 = 𝑖) ∩ (𝑋 = 𝑗)=  

2)  Soit i ∈ ℕ; 	𝑎𝑣𝑒𝑐	𝑙𝑎	𝑓𝑜𝑟𝑚𝑢𝑙𝑒	𝑑𝑒𝑠	𝑝𝑟𝑜𝑏𝑎𝑏𝑖𝑙𝑖𝑡é𝑠	𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠,	 
P( X = i) = ∑ 𝑃(𝑋 = 𝑖	 ∩ 𝑌 = 𝑗) =	�∈ℕ ∑ 𝑃(𝑋 = 𝑗	 ∩ 𝑌 = 𝑖) = 𝑃(𝑌 = 𝑖)	�∈ℕ  
Donc X et Y ont la même loi.  
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Khôlle n°21 (C) 

 

Question de cours : propriété quadratique de la variance : énoncé et démonstration 

 

 

Exercice 2 :  

Si elle existe, montrer que l’espérance d’une variable aléatoire X à support contenu dans ℕ est égale à  
 

�𝑃(𝑋 > 𝑛)
8�J

 

 

Exercice 3 :  

On considère deux urnes 𝑈9 et  𝑈<.  

On suppose que 𝑈� contient 𝑛� boules noires et 𝑏� boules blanches, 1≤ 𝑖 ≤2.  

On choisit de façon équiprobable une des deux urnes puis on y effectue deux tirages successifs avec remise. 
Soit 𝑁� l’événement « tirer une boule noire au j-ième tirage ». 

1) Calculer P(𝑁�) , 1≤ 𝑗 ≤2. 
2) Quelle est la probabilité de tirer une boule noire au second tirage sachant que l’on a tiré une boule 

noire au premier tirage. 
3) Les événements 𝑁9 et 𝑁< sont-ils indépendants ? 
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Corrigé khôlle n°21 (C) 

Exercice 1 :  

1. 𝑋8  peut prendre n valeurs : c’est soit un nombre entier compris entre 2 et n, soit 0.  
2. 𝑋8 = 0 si les numéros tirés forment une suite strictement décroissante, il n’y a qu’une possibilité, 

c’est de tirer n, n-1, n-2, …., 2 puis 1. Et il y a n ! tirages possibles ainsi P(𝑋8 = 0) =  9
8!

   

3. Pour que 𝑋8 = 2, il faut qu’on ait obtenu aux deux premiers tirages un couple (i ; j) avec i<j. Il y a 

donc 2𝑛25 tirages favorables. Ainsi P(𝑋8 = 2) = 
;8<=	

8(8B9)
  = 9	

<
 

4. Soit n≥ 3. Pour	que	𝑋8 ≥ 	n, il	faut	qu’on	ait	obtenu	aux	n − 1	premiers	tirages une suite 
strictement décroissante, il y a 2 𝑛

𝑛 − 15 = 1 tirage favorable ainsi :    

P(𝑋8 = n) =   P(𝑋8 ≥ n) -  P(𝑋8 = 0) =  9	
(8B9)!

 - 9
8!

 =  8B9
8!

 

5. Pour 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, . Pour	que	𝑋8 ≥ 	k, il	faut	qu’on	ait	obtenu	aux	k − 1	premiers	tirages une suite 
strictement décroissante. On a donc :  

 P(𝑋8 = k) =P(𝑋8 ≥k) −P(𝑋8 ≥ k+1) = 
2 8
/B95

8(8B9)…(8B/)
 - 

28/5

8(8B9)…(8B/C9)
  =   

8!
8(8B9)…(8B/)(/B9)!(8B/C9)!

− 	 8!
8(8B9)…(8B/C9)/!(8B/)!

= 	 9
(/B9)!

− 9
/!
	= 	 /B9

/!
 = P(𝑋/  = k) 

Exercice 2: (cf exercice 10 du TD 15) 

Soit N ∈ ℕ∗.	On sait que E(X) = lim
6→C}

∑ 𝑘	𝑃(𝑋 = 𝑘)6
/7J  = lim

6→C}
∑ 𝑘(	𝑃(𝑋 ≥ 𝑘) − 𝑃(𝑋 ≥ 𝑘 + 1))6
/79  

= lim
6→C}

∑ 𝑘(	𝑃(𝑋 > 𝑘 − 1) − 𝑃(𝑋 > 𝑘))6
/79   

  
= lim
6→C}

∑ 𝑘	𝑃(𝑋 > 𝑘 − 1) − ∑ 𝑘𝑃(𝑋 > 𝑘)6
/79

6
/79   

 
= lim
6→C}

 ∑ (𝑘 + 1)	𝑃(𝑋 > 𝑘) − ∑ 𝑘𝑃(𝑋 > 𝑘)6
/79

6B9
/7J  

 
= lim
6→C}

 P(X>0)+ ∑ 𝑃(𝑋 > 𝑘)6B9
/79  – N P(X>N) 

 
Or X admet une espérance donc la suite  (N P(X>N)) converge vers 0 et on a le résultat attendu.  
 
Exercice 3 :  

1/ Avec la formule des probabilités totales, les événements 𝑈9 et 𝑈< formant un sce on a :  

P(𝑁9) = 𝑃(𝑈9 ∩ 𝑁9) + 	𝑃(𝑈< ∩ 𝑁9) = 	
9
<
	(	 8F

8FC°F
+ 8@

8@C°@
) 

Et P(𝑁<) = 𝑃(𝑈9 ∩ 𝑁<) + 	𝑃(𝑈< ∩ 𝑁<) = 𝑃(𝑁9) car les tirages s’effectuent avec remise.  

2/ 𝑃6F(𝑁<) = 	
m(6F∩6@)
m(6F)

= 	
	( uF
uF±²F

)@C( u@
u@±²@

)@

		 uF
uF±²F

C u@
u@±²@

 

3/ Les événements 𝑁9 et 𝑁< ne sont pas indépendants d’après le calcul précédent car 𝑃6F(𝑁<) ≠ P(𝑁<) 

(sauf si 8F
°F
= 	 8@

°@
).  


