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 Khôlle n°19  (A) 

 

 

Exercice 1 

1. On considère la fonction tan définie sur ]!"
#
;	"
#
[ par tan(𝑥) = 	 -./	(0)

12-	(0)
. Quelle est sa parité ?  

2. Déterminer le 𝐷𝐿5(0) de tan(𝑥).	Qu’est-ce qui justifie que les puissances de 𝑥 obtenues soient 
toutes impaires ?  

3. En déduire l’ équation de la tangente à la courbe de la fonction tan au voisinage de 0 et la position de 
la courbe par rapport à cette tangente.  

4. On sait que la fonction tan est 𝐶9 sur ]!"
#
;	"
#
[. Déterminer tan’(0) ; 𝑡𝑎𝑛(#)(0)	𝑒𝑡	𝑡𝑎𝑛(5)(0).  

 

 

 

 

 



Exercice 2 

 

On considère  

0. Quel est l’ensemble de définition de 𝑓	?	 
1. a) Écrire le DL à l’ordre 1 en 0 de 𝑓	.	 

b) Justifier que 𝑓 est prolongeable par continuité en 0.  
c) Montrer que la fonction 𝑓 ainsi prolongée est dérivable en 0 et déterminer l’équation de la 

tangente à la courbe de 𝑓	 au point d’abscisse 0.  
2. Étudier les limites de 𝑓	en +∞ et en −1C.	Quelles sont les droites qui sont asymptotes à la courbe de 

𝑓	?	 
3. Étudier le signe de la fonction 𝑓	 

(𝑜𝑛	𝑝𝑜𝑢𝑟𝑟𝑎	é𝑡𝑢𝑑𝑖𝑒𝑟	𝑙𝑎	𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛	𝑔 ∶] − 1;+∞[→ ℝ	𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒	𝑝𝑎𝑟	𝑔(𝑥) = ln(1 + 𝑥) − 𝑥).	 
4. On admet que la fonction 𝑓		est strictement croissante sur son ensemble de définition. Tracer l’allure 

de la courbe de 𝑓	dans un repère.  
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 Khôlle n°19  (B) 

 

 

Exercice 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Exercice 2 
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 Khôlle n°19  (C) 

 

 

 

Exercice 1 

 

 

 



Exercice 2 

Soit 𝑓 la fonction définie par :  
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Khôlle n°19 : Corrigé (A) 

Exercice 1 

1. Soit 𝑥 ∈ ]!"
#
;	"
#
[, on a tan(-𝑥) = -./	(!0)

12-	(!0)
= 	 !-./	(0)

12-	(0)
= −tan	(𝑥). La fonction tan est donc impaire.  

2. Au voisinage de 0 on a : tan(𝑥) = 	
0!V

W

X CYZ0
W[

\!V
]
] CY(0

W)
= ^𝑥 − 0W

_
+ 𝑜(𝑥5)`^1 + 0]

#
+ 𝑜(𝑥5)` 

                                                                           = 𝑥 − 0W

_
+ 0W

#
+ 𝑜(𝑥5) = 𝑥 + 0W

5
+ 𝑜(𝑥5) 

La fonction étant impaire, il est normal que dans la partie régulière du DL, toutes les puissances 
soient impaires. 	 

3. 	La tangente à la courbe de la fonction tan au point d’abscisse 0 est 𝑦	 = 	𝑥. Puisque 0
W

5
 change de 

signe au voisinage de 0, on sait que la courbe de la fonction tan est en dessous de sa tangente puis 
au-dessus (point d’inflexion).  

4. D’après la formule de Taylor Young, on sait que tan’(0)=1 ;  bcd
(])(e)
#!

= 0	𝑒𝑡	 bcd
(W)(e)
5!

 =\
5
 . 

Ainsi 𝑡𝑎𝑛(#)(0) = 0	𝑒𝑡	𝑡𝑎𝑛(5)(0) = 2. 

Exercice 2 

0. 𝑓 est définie sur ]-1 ;0[∪ ]0 ;+∞[ 
1. a) Nous avons besoin du 𝐷𝐿5(0) de 𝑙𝑛(1 + 𝑥). On a :  

𝑓(𝑥) = 	
𝑥 − 𝑥

#

2 + 𝑥
5

3 + 𝑜(𝑥5) − 𝑥
𝑥# = 	

−1
2 +

1
3𝑥 + 𝑜(𝑥) 

b) 𝑓 est prolongeable par continuité en 0 en posant 𝑓(0) = !\
#

 car 𝑓 admet un 𝐷𝐿e(0) 

c) La fonction ainsi prolongée est dérivable en 0 car	𝑓 admet un 𝐷𝐿\(0). On a 𝑓′(0) = \
5
 L’équation 

de la tangente à la courbe de 𝑓 au point d’abscisse 0 est y = !\
#
+ \

5
𝑥 

2. Au voisinage de + ∞; 	𝑓(𝑥)~ !0
0]
~ !\

0
 ainsi lim

0→C9
𝑓(𝑥) = 0 et la droite d’équation y = 0 est asymptote 

horizontale à 𝐶n en +∞.	Par opérations sur les limites on a lim
0→!\o

𝑓(𝑥) = 	−∞ donc la droite 

d’équation 𝑥 = −1 est asymptote verticale à 𝐶n.  
3. 𝑓(𝑥) est du signe de son numérateur 𝑔(𝑥). La fonction g est dérivable sur ]-1 ;+∞[ par opérations 

sur les fonctions dérivables (composition et soustraction) et on a ∀𝑥 ∈] − 1	; +∞[ 

𝑔q(𝑥) = 	
1

1 + 𝑥 − 1 =	
−𝑥
1 + 𝑥 

D’où le tableau de variations : 
𝑥 -1                                                 0                                +∞ 

g’(𝑥)    																										+                   − 

g                                                     0 

Signe de 𝑓(𝑥) − 

4. On prend soin de tracer la tangente en 0 et les asymptotes et de respecter les propriétés de  𝑓 
(croissante et négative) 
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Khôlle n°19 : Corrigé (B) 

Exercice 1 

On reconnaît l’application de l’inégalité des accroissements finis. 𝑓 est continue et dérivable sur	ℝCen tant 
que composée de telles fonctions et pour tout 𝑥 ∈ 	ℝC, 𝑓q(𝑥) = 	 5

#√sC50
.  

Par composition , 𝑓′ est strictement décroissante sur ℝCainsi pour tout 𝑥 ∈ 	ℝC, 𝑓q(𝑥) ≤ 𝑓q(0) = 	 5
s
.  

On remarque de plus que pour tout 𝑥 ∈ 	ℝC, 𝑓q(𝑥) ≥ 0. On a donc pour tout 𝑥 ∈ 	ℝC, 𝑓q(𝑥) = |𝑓q(𝑥)| ≤ 	 5
s
 

Toutes les conditions sont réunies. En remarquant que 𝑓(4) = 4,	 on a bien pour tout 𝑥 ∈ 	ℝC	:   
      |𝑓(𝑥) − 𝑓(4)|≤ 5

s
|𝑥 − 4| 

Exercice 2
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Khôlle n°19 : Corrigé (C) 

Exercice 1 

1. On reconnaît l’application du théorème de la bijection. On considère la fonction g définie sur 	ℝC
∗ 

par g(𝑥)=1 + \
√0
− 𝑥.  

La fonction g est dérivable (donc continue) sur  	ℝC∗ et pour tout 𝑥 ∈ 	ℝC∗, on a :  

g’(𝑥)= −
z
]√V
0
− 1 = 	− \

#0√0
− 1 < 0 donc la fonction g est strictement décroissante sur 	ℝC∗ 

lim
0→eo

𝑔(𝑥) = 	+∞ 	; lim
0→C9

𝑔(𝑥) = 	−∞ et 0 ∈	] − ∞;	+∞[ 

donc il existe un unique réel 𝛼 > 0 tel que g(𝛼)= 0 c’est-à-dire solution de l’équation 𝑓(𝑥) = 𝑥.  

Par ailleurs g(1) = 1 > 0		𝑒𝑡	g(2)= 1 + \
√#
− 2 = 	 √#

#
− 1 < 0 donc 𝛼 ∈	]1;2[.	 

2.  On vérifie les hypothèses de l’inégalité des accroissements finis :  𝑓 est continue et dérivable 

sur[1;	+∞[ en tant que composée de telles fonctions et pour tout 𝑥 ≥ 1, 𝑓q(𝑥) = 	− \
#0√0

= !\
#
𝑥
~W
]  

Par produit , 𝑓′ est strictement croissante sur [1;	+∞[ ainsi pour tout 𝑥 ∈ 	 [1;	+∞[ , 𝑓q(𝑥) ≥ 𝑓q(1) = 	 !\
#

.  

On remarque de plus que pour tout 𝑥 ∈ 	 [1	;	+∞[ , 𝑓q(𝑥) ≤ 0. On a donc pour tout 𝑥 ∈ 	 [1	;	+∞[	,	 

|𝑓q(𝑥)| = −𝑓q(𝑥) ≤ 	
1
2 

Toutes les conditions sont réunies. En rappelant que 𝑓(𝛼) = 𝛼,	 on a bien pour tout 𝑥 ∈ 	 [1;	+∞[ :  

|𝑓(𝑥) − 𝛼|≤ \
#
|𝑥 − 𝛼| 

 

 

Exercice 2 

1. 𝑓 est continue sur ]-∞;	−2[ et sur ]-2 ; +∞[ en tant que quotient et composée de fonctions 
continues.  

2. 𝑓 n’est pas définie en -2 il y a  donc 4 limites à étudier :  
 lim
0→!#~

#!0
#C0

= −∞ ainsi par composition lim
0→!#~

𝑓(𝑥) = lim
0→!9

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) = !"
#
	.  

De même lim
0→!#o

𝑓(𝑥) = lim
0→C9

𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) = "
#
≠ 	 lim

0→!#~
𝑓(𝑥)	. 𝑓 n’est pas prolongeable pas 

continuité en -2.  
 
Au voisinage de l’infini : #!0

#C0
~ − 1	𝑒𝑡	 lim

0→!\
𝐴𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑥) = !"

s
 donc par composition 

lim
0→!9

𝑓(𝑥) = 	 lim
0→C9

𝑓(𝑥)	= !"
s

 

3. 𝑓 est dérivable sur ]-∞;	−2[ et sur ]-2 ; +∞[ en tant que quotient et composée de fonctions 
dérivables.  
On pose 𝑢(𝑥) = 	#!0

#C0
. On a u’(𝑥) = 	 !s

(#C0)]
 et (Arctan(u))’= �q

\C�]
 est du signe de u’ donc strictement 

négatif ici.  



On a 𝑓q(𝑥) = 	 !s
(#C0)]C(#!0)]

= 	 !s
�C#0]

= 	 !#
sC0]

 =!\
#

\
\C(V])

]  

4. 𝑓q(𝑥)	est la dérivée de -Arctan(0
#
) ainsi il existe une constante k telle que :  

𝑓(𝑥) =	-Arctan(0
#
)+ k si 𝑥<-2 

Pour que lim
0→!#~

𝑓(𝑥) = !"
#
		on a nécessairement k = !5"

s
 

De même il existe une constante k’ telle que 𝑓(𝑥) =	-Arctan(0
#
)+ k’ si 𝑥>-2.  

Pour que lim
0→!#o

𝑓(𝑥) = "
#
		on a nécessairement k’ = "

s
 

 
 

 


