Opérations sur les DL
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On rappelle les DL suivants en 0 :

2 3

ln(1+u)=u—u—+u—+o(u3), = 14+u+u®+u®+o(u?)
2 3 1 —u
u?  u? ‘ 1 1
exp(u):l—l—u—l—?—t—g—#o(u&), \/1+u:1+§u—§u2+0(u2)
2 4 3
cos(u) =1— % R ;—4 + o(u'), sin(u) =u— % + o(u?)

Exercice 1 :
Soit f la fonction définie par f(x) = x*(In (1 + x) — 1).

1) Justifier que f est C® sur]-1;+oo[.
2) Ecrire le développement limité a I'ordre 5 de f en 0.
3) En déduire f™(0) pour n €[0;5] .

Exercice 2 :

1
1+er
1. Donner un développement limité de f a I'ordre 3 en zéro.

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =

2. En déduire que la courbe représentative de f admet une tangente au point d’abscisse 0,
dont on précisera ’équation.

3. Prouver que la courbe traverse la tangente en (. Un tel point est appelé point d’inflexion.



Opérations sur les DL : corrigé
Exercice 1 :

1. fest C® sur]-1;+oo[ par opérations (composée, somme et produit) de fonctions C* sur
cet intervalle ]-1;+4o0].

2. Pour avoir le DLs(0) de f,on a besoin du DL3(0) de In(1 +x) = x—x;+x;+o(x3)
ainsi In(1 +x) — 1= 1 +x— = +% + o(x?)
et f(x) = x2(In(1+x)—1) = x* (-1 +x —x;+x?3) +o(x®)

4 5
= —x?+x* =5+ >+ 0(x%)

3. D’apres la formule de Taylor Young on sait que
" 3) 4) (5)
F(x) =f(0)+f’(0)x+f 2(0)x2 4 [P0, 3, [P0 4, f 5'(O)Xs;Jr 0(x5)

3! 4!
Par unicité du DL on peut identifier les parties régulieres et retrouver :
f(0)=0
f(0)=0
r O
O _ 1o pro)= —2
%3) 0
f®0O) 1 _
4(!5) = —E@f(‘”(o) = —12
0 1
! 5|( ) §<:>f<5>(0) = 40

Exercice 2 :

1. Au voisinage de 0, on a : f(x) = —— =>——
1+ —4o(x3) 21424+ +o(x?)
Méthode 1 :
2 3
Avec le DL de ﬁz 1+u+u?+u’+o(u®) en posant u = —~—=—=+0(x*), on a par

substitution (ou composition):

1) = bt (-2 -2 (55 -8 4 (55 oo

2

F0 =2+ (2o (L5 2= H D 4 (D)) + o)

4 2

x x% x3 x 3

fO) =51+ (55 -0+ 4= D)+ o)

—loq_x_ % 3y 1_x_ x° 3
—2(1 2+24)+o(x)—2 4+48+o(x)



Méthode 2 :
Avec le DL de ﬁ= 1—u+u?—u®+o(u®) en posant u = >+~ +>+o(x%), on a par
substitution (ou composition):

1 x  x%  x3 x  x2  x3\? x  x2 . x3\° 3
f0) = 1= G+ D+ G5 +5) —(G+5+5) ) +o0)

f(x) = ;(l—f—x—z—x3+ (§)2+2x§x%2_(f)3)+ o(x?)

2 4 12

2
—leq_x_x*2_x* x2 X% AP 3
f(x)—2(1 2 4 12+4+4 8)+O(x)

—loq_x_ % 3y 1_x_ x° 3
—2(1 2+24)+0(x)—2 4+48+o(x)

2. f admet un DL a l'ordre 1 en 0 donc f est dérivable en 0 et la courbe de f

admet une tangente au point d’abscisse 0 d’équation
1 x

Y= 27h
3. Etudions la position de la courbe de f par rapport a sa tangente.

Pour cela on regarde le signe de f(x) —y = z—;+ o(x3).

Au voisinage de 0, :—; change de signe donc la courbe de f traverse sa
tangente.



