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1. Méthode 1 : Montrons que 𝑓 est injectif c’est-à-dire ker(𝑓)={0}. Cela suffit car 𝑓 est un endomorphisme donc il est 
bijectif si et seulement s’il est injectif (attention cette méthode ne permet pas de déterminer la matrice de	𝑓#$)… 
Méthode 2 : Montrons que 3M est inversible et calculons son inverse (ce sera la matrice de (3𝑓)#$ = 	 $

*
𝑓#$): 

1ère façon : Soit X= +
𝑥
𝑦
𝑧
/  et Y = +

𝑎
𝑏
𝑐
/ deux vecteurs de ℝ*.  

On a 3MX = Y ↔ 5
−𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 𝑎
2𝑥 − 𝑦 − 2𝑧 = 𝑏
−2𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 = 𝑐

↔ 5
−𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 𝑎
3𝑦 − 6𝑧 = 𝑏 + 2𝑎
−6𝑧 + 3𝑧 = 𝑐 − 2𝑎

				𝐿; ← 𝐿; + 2𝐿$	; 𝐿* ← 𝐿* − 2𝐿$	 

↔ 5
−𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 𝑎
3𝑦 − 6𝑧 = 𝑏 + 2𝑎

−27𝑧 = 6𝑎 + 6𝑏 + 3𝑐						
𝐿* ← 3𝐿* + 6𝐿$ ↔

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 𝑥 =	

1
9 (−𝑎 + 2𝑏 − 2𝑐)

𝑦 =
1
9 (2𝑎 − 𝑏 − 2𝑐)

𝑧 =
1
−9 (2𝑎 + 2𝑏 + 𝑐)						

 

 Ainsi (3𝑀)#$ = 	 $
*
𝑀#$ = $

F
	G
−1 2 −2
2 −1 −2
−2 −2 −1

H d’où 𝑀#$ = $
*
G
−1 2 −2
2 −1 −2
−2 −2 −1

H = 𝑀 

2ème façon : On fait des opérations sur les lignes de 3M jusqu’à obtenir l’identité.  
3ème façon : On a 𝑀; = 𝐼* donc M est inversible d’inverse elle-même. 𝑓 est une symétrie. 
 

2. Méthode 1 : D = {𝑢 ∈ ℝ*/𝑓(𝑢) = 𝑢} = {𝑢 ∈ ℝ*/𝑓(𝑢) − 𝑢 = 0} = ker	(𝑓 − 𝑖𝑑ℝU) est le noyau de l’application linéaire 
𝑓 − 𝑖𝑑ℝU  donc c’est bien un sous espace vectoriel de ℝ*. 
Méthode 2 :   

• On a bien D ⊂ ℝ* 
• On montre que D n’est pas vide car il contient le vecteur nul.  
• Pour u, v ∈ 𝐷  et 𝜆	 ∈ ℝ, on montre que 𝜆 u+ v ∈ 𝐷   

La matrice canoniquement associée à l’application linéaire  𝑓 − 𝑖𝑑ℝU  est M−𝐼* = 	
$
*
G
−4 2 −2
2 −4 −2
−2 −2 −4

H 

Le noyau de 𝑓 − 𝑖𝑑ℝU  est l’ensemble des vecteurs +
𝑥
𝑦
𝑧
/ ∈ ℝ*/ 5

−4𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0
2𝑥 − 4𝑦 − 2𝑧 = 0
−2𝑥 − 2𝑦 − 4𝑧 = 0

 

↔ 5
−4𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0
−6𝑦 − 6𝑧 = 0
−6𝑦 − 6𝑧 = 0

𝐿; ← 2𝐿; + 𝐿$; 𝐿* ← 2𝐿* − 𝐿$ ↔ 5
𝑥 = −𝑧
𝑦 = −𝑧
𝑦 = −𝑧

 

Ker(𝑓 − 𝑖𝑑ℝU) = 𝑉𝑒𝑐𝑡(G
−1
−1
1
H). Une base de D est le vecteur  G

−1
−1
1
H. D est une droite de ℝ*. 

3. De même  P = ker(𝑓 + 𝑖𝑑ℝU) est un sev de ℝ*en tant que noyau d’une application linéaire.  

La matrice canoniquement associée à l’application linéaire  𝑓 + 𝑖𝑑ℝU  est M+𝐼* = 	
$
*
G
2 2 −2
2 2 −2
−2 −2 2

H 

Le noyau de 𝑓 + 𝑖𝑑ℝUest l’ensemble des vecteurs +
𝑥
𝑦
𝑧
/ ∈ ℝ*/	5

2𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0
2𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0
−2𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 = 0

 

↔ 5
2𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0

0 = 0
0 = 0

𝐿; ← 𝐿; − 𝐿$; 𝐿* ← 𝐿* + 𝐿$ 

Une équation cartésienne de P est 2𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧 = 0. P est un plan de ℝ*. 
Remarque : 𝑓 est la symétrie par rapport à D parallèlement à P. D’après l’exercice 14 du TD9, D et P sont supplémentaires 

dans ℝ*.	 Dans une base de ℝ* composée de G
−1
−1
1
H et de 2 vecteurs générateurs de P,  𝑓 a pour matrice : G

1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

H .  

4. On nous donne une équation cartésienne donc Q est un plan généré par les vecteurs 

 𝑢⃗̂ = G
0
−1
1
H 	𝑒𝑡	𝑣⃗ = G

−1
−1
1
H	par exemple. 𝑢⃗̂	𝑒𝑡	𝑣⃗ ne sont pas colinéaires donc (𝑢⃗̂; 𝑣⃗) est une base de Q.  

On sait que 𝑓(𝑄) = 𝑉𝑒𝑐𝑡(𝑓(𝑢⃗̂); 𝑓(𝑣⃗))= Vect(

⎝

⎜
⎛

#e
*
#$
*
$
* ⎠

⎟
⎞
;	G
−1
−1
1
H)⊂Q. De plus 𝑓(𝑢⃗̂)	𝑒𝑡	𝑓(𝑣⃗) ne sont pas colinéaires donc une 

base de 𝑓(𝑄)	est (𝑓(𝑢⃗̂)	; 𝑓(𝑣⃗)). 𝑓(𝑄) est donc un sev de dimension 2 contenu dans Q donc 𝑓(𝑄) = 𝑄.	 


