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Pour le 25 mars

On considére 'application f définie sur |0, +oo| par f(z) = %

1. Etude de f.
(a) Déterminer la limite de f(z) lorsque z tend vers 0 par valeurs positives. Interpréter graphique-
ment cette limite.
(b) Déterminer la limite de f(z) lorsque = tend vers +oc.
(c) Calculer f'(x) pour z > 0 et étudier le signe de f’(z).
(d) Prouver l'existence d’un unique réel a > 0 tel que f(a) = 0.
Justifier que a € [1,¢€].
2. Etude d’une suite réelle.

On considére la suite (u,) définie par la relation de récurrence suivante:

Uug = €
Vn € Nyupi1 = fun) + un

(a) Démontrer que pour tout entier n € N, u,, > a.

(b) Démontrer que (u,) est strictement croissante.

(¢) En supposant que (u,) ait une limite, L, montrer que nécessairement f(L) = 0.
En déduire que (u,) ne peut pas étre convergente.
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On désigne par E I'ensemble des suites (u,),en définies par la donnée de trois réels ug, u; et us, et par la
relation suivante :
Vn €N, u,,3 — 3ty + 2u, =0. (R)
1. Dans cette question, on considére la suite (u,).en de E telle que ug = 4, uy = —5 et us = 13. Soit
(U )nen la suite de terme général v, = U4y + 2u,.
a) Calculer vy et v;.
(¢) Montrer par récurrence que (v,),en est constante. En déduire : Vn € N, w,1 = —2u,, + 3.
d) Exprimer u,, en fonction de n € N.
(e) Pour tout n € N, calculer >, _ u.
2. Dans cette question, on consideére la suite (u,),en de E telle que ug = 2, uy = —2 et us = 3. Soit
(wy,)nen la suite de terme général w, = u,, — (—2)".

(b) Exprimer v,42 en fonction de v, et v,.

(a) Vérifier que wy — 2wy + wy = 0.

(b) Montrer que Vn € N, w9 — 2w, 1 + w, = 0.

(c)

(d) En déduire I'expression de u,, en fonction de n € N.
)

(e) Pour tout n € N, calculer Y ) u.

Exprimer w,, en fonction de n € N.
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Pour le 1¢" avril
Soit a un réel strictement plus grand que 1.

aﬂ
Pour tout n € N, on pose u, = -
n!
- : A Unt1
Déterminer la limite de —21.
u?l
En déduire qu’il existe p € N (que Uon ne cherchera pus a déterminer) tel gue pour tout n > p,
Up41
<1/,
mn

En déduire que pour n > p, (un) est majorée par une suite géomdétrique.
Déterminer la imite de (up).

On dit que la suite (a™) est négligeable devant la suite (nl).
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la)vy = uyy +2up =3 etv; = u, +2u; =3

b) Soitn € N.On @ v, = Upis + 2Upys = 3Upypq — 2Upy + 2Upys

= S(Un - zun) — 2u, + 2(vn+1 - 2un+1)
3Up + 2V 41 — 4(Upyq + 2uy) = 3, + 2V, — 4y,
= 2VUp41 — Wy

c) On raisonne par récurrence sur n € N pour montrer P,:"v,,; = v, " :
Initialisation : v, = v, = 3 d’aprés la question 1a).
Hérédité : Soit n € N, on suppose que v, = v,,, alors

Untz = 2Up41 = VUn = 2Up41 — Uny1 = Vnsa
Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et elle se transmet donc elle est vraie
pour tout entier n.
La suite (v,) est constante égale a 3 donc pour tout entier naturel n :
VU, =3 = Upyq + 2u, SOt uyy; = —2u, +3

d) (u,) est une suite arithmético-géométrique.
1 est la solution de I'équation associée x = —2x + 3



donc d’apres le chapitre 1, (u,-1) est une suite géométrique de raison -2 et de
premier terme u,-1= 4=3 ainsi pour tout entiernon a : u, —1 = 3(-2)" soit
u, =3(-2)"+1

e) On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique donc

n 1_(_ )n+1
Zuk +n+1=1-(C-2)"""+n+1= —(-2)""*+n+2
k=0

2a) wo=1; w; =0 etw, = -1 donc on a bienw, —2w; +w, =0

b) On raisonne par récurrence sur n € N pour montrer P,;:"w,,, = 2wy.1 — W, "
Initialisation : La propriété P, est vraie d'aprés la question 2a).
Hérédité : Soit n € N, on suppose que P, est vraie alors
Wnt3 = Unpg3z — (_2)n+3 = 3un+1 - zun - (_2)n+3

= 3( wyyg + (=2)MY) = 2(w, + (=2)") — (=2)"*3

= 3 Wpyq — 2w, + 3(=2)"F1 4 (=2)n+1 — 4(—2)"+1

=3 Wnit — 2(2W11+1 - Wn+2) = 2Wn+2 ~ Wn+1
Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et elle se transmet donc elle est vraie
pour tout entier n.

c) La suite (w,) est récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
x?—2x+1=0s (x—1)? =0 ainsi il existe 1 et u des réels tels que pour tout entier n
wp,=A1+ un. Avecw,= 1= 1 et w;= 0= 1+ u on obtientw,=1 - n.

d) Pour tout entiernona:u,=w,+(-2)"=1-n+(-2)"

e) On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique et la somme des
premiers entiers on a donc :

n

nn+1) 1-(=2)"1?

k=0
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1a) Par croissances comparées on sait que lir(r)1+ xIn(x) = 0 donc par opérations on a
x—

lir(r)1+f(x) = —oo, La droite d’équation x = 0 (I'axe des ordonnées) est asymptote

X—

verticale a la courbe de f.

b) f(x) = In(x) — 2 donc par opérations on a lim f(x) = +oo.
X X—>+00

c) f est dérivable sur ]0 ;+oo[ en tant que somme de fonctions dérivables et pour tout

réel x>0,ona: f'(x) = %_‘_1_ 150

x2

d) La fonction f est continue et strictement croissante sur ]0 ;+o[ a valeurs dans R,
or 0 € R donc d’apres le théoréeme de la bijection, I’équation f(x) = 0 admet une

unique solution ¢ >0. Ona f(1) = -1<0etf(e)=1 —i > 0 donc «a €]1;e|.

2a) On raisonne par récurrence surn € N :
Initialisation : u, = e > a d’aprés la question précédente.




Hérédité : Soit n € N, on suppose que u, > a alors, la fonction f étant strictement
croissante on a : f(u,) > f(a) =0 puis u,,; = f(u,) +u, >u, > a par hypothese de
récurrence.

Conclusion : La propriété est vraie pour n = 0 et elle se transmet donc elle est vraie

pour tout entier n.

b) Soit n € N.On a u,,; —u, = f(u,) > f(a) = 0 donc la suite est strictement croissante.

c) En supposant que la suite admet une limite finie L on a nécessairement L = f(L) + L
soit f(L) = 0 ainsi L = a ce qui est impossible car la suite est strictement croissante et
u, > a. La suite n‘admet donc pas de limite finie, étant strictement croissante on a

lim u, =+
n—+oo



