Hypokhagne B/L

DS 01 - Mardi 19 Septembre 2014 - 4h

Le devoir comporte siz exercices indépendants, qui peuvent étre abordés
dans un ordre laissé au choix du candidat.

Le sujet est rédigé sur deux pages. L’usage de toute calculatrice ou de
tout moyen de communication est interdit.

Bien traiter quelques questions rapporte des points, les bacler toutes n’en
rapporte aucun. Il sera tenu compte de la rigueur, du soin et de la ré-
daction dans la notation. Seuls les résultats soulignés ou encadrés seront
considérés comme des résultats.

Exercice 1

On considere la suite définie par :

U()Zl,
Vn €N, upt1 = 2uy, +n — 1.

1. (a) Calculer uy, ug et us.
(b) Montrer par récurrence que : Vn € N, u, > 1.
(c¢) Sans récurrence, en déduire que : ¥n € N, u,, > n.

2. On pose pour tout n € N, v, = u,, + n.

(
3. (a) En reprenant la définition de (uy), montrer que
Upy1 — 1 up—1 n
Vn € N, o = gn-1 +2—n.

(b) En déduire que :

n—1
¥ne N, Y Fo_un—1

ok — Tgn-l
k=0
n—1
(c) Déterminer enfin I’expression de Z o en fonction de n.
k=0
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Exercice 2

Toutes les questions et sous-questions sont indépendantes.

1. Simplifier les expressions suivantes :

~nl (n—1)!
(8) An = (n+1!  nl
(b) B, = (n+2)! —2(n!).
=k
(c) Cn:kllk—l'

(d) D, = ﬁ 2k,
k=0

2. Montrer que :

Exercice 3

ug = 1,
On considere la suite (uy) par : { 1~ 2, S
Vn €N, upya = _oTnlTn
2up + Upg1
1. Déterminer les valeurs de ug et us.
1 1
2. On définit la suite (v,) par : Vn € N, v, = - —
Un+1 Un

(a) Montrer que la suite (vy,) est géométrique de raison —1/3.

(b) En déduire 'expression de v, en fonction de n € N.

n—1
3. Pour n € N*, calculer de deux manieres différentes la somme Z Vg,
k=0
et en déduire que :
L5 3N e que = S
un 8 8\ ) DU Un e
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Exercice 4
On considere la suite (uy,) définie par :

1
up=1 et VYneN, up = u? + —.

n 2’FL
1. Montrer par récurrence que : Vn € N, u,, > 1.
2. Montrer que Vn € N, upy1 = Uy.
3. (a) Vérifier que pour n € N, on a :
1

Up+1 — Up = —2n(un+1 T un) .

1
(b) En déduire que : Yn € N, w41 — up, < SR
n—1
(c) Calculer pour n > 1, » (ugy1 — ug) et en déduire que :

£
I

0
"1
Vn € N*, un<1+z2—k.
k=1

n

1
(d) Rappeler la valeur de Z ok En déduire que :
k=1

Vn € N*, u, < 2.
4. On définit une suite (vy,) par :
Vn €N, v, = ul.

(a) Pour n € N, exprimer v,+1 en fonction de v, et de n.

n—1

(b) Calculer la somme Z(Uk+1 — vy ) de deux manieres différentes.

En déduire l’expresszon de v, en fonction de n € N.

(c) Déterminer I’expression de u, en fonction de n € N.
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Ex

ercice 5

Montrer par récurrence que :

Ex

Soit

N =

S~ o
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ercice 6

(uy) la suite définie par

u=1 et Yn=>0, ups1 =

. Montrer que pour tout n dans N, 0 < u,, < 1.

. Montrer que :

Vn € N, uiH:

2n+1 o
—u.
2n+2"

. En déduire que pour tout n € N, upy1 < up.

. Montrer par récurrence que :

Vn € N*, u2 =

2/2



