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Le devoir comporte siz exercices indépendants, qui peuvent étre abordés
dans un ordre laissé au choix du candidat.

Exercice 1

Soit x € R. Calculer I'intégrale :

z 1
/0 Sn(0)? + A(cos))2

On pourra considérer le changement de variable u = tan(t).

Exercice 2

Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie.
Soit f un endomorphisme de E tel que :

PPrf=0,  f#0,  f+1dp#0
(on 0 désigne ici ’endomorphisme nul de E, Idg désigne I’endomorphisme
identité de E, et f3 = fo fo f).
1. Vérifier que (f2 + Idg) o f = 0.
2. Montrer que :
(a) Ker(f) NEer(f* + Idp) = {07}
(b) Ker(f) # {0z}
(c) Ker(f2 + Idy) # {0}
(d) ° € Ker(f2 + Idg) < f2(7) -
(e) Ker(f) @ Ker(f? + Idg) =
3. On suppose désormais que dim(E) = 3.
On note @ un élément de Ker(f2 + Idg) tel que o # @
(a) Montrer qu’il n’existe pas de a € R tel que f(U) = ot
En déduire que (@, f(W)) est une famille libre d’éléments de
Ker(f% + Idg).
(b) Déterminer dim(Ker(f)) et dim(Ker(f2 + Idg)).
(¢) Soit ¥ € Ker(f) avec U # (E)
Montrer que la famille (7, 7, f()) est une base de E.
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Exercice 3

1
Pour tout n € N, on pose u, = / z"e! " dx.
0

1. (a) Calculer ug.
(b) Calculer u;.

(¢) Montrer que pour tout n € N, on a :

1 e
<up <

n+1 n+1

En déduire la limite de la suite (uy,).
2. (a) Montrer que pour n > 1, on a u, = nu,—1 — 1.

(b) En déduire que pour tout entier n > 0, on a :

"1
— ! _ il
U, = n! <e E k!)
k=0
3. Soit @ un nombre réel.

Soit (vy,) la suite définie par :

Vo = a
Vn € N* v, =nv,_1—1

Montrer que si a # ug, la suite (v,) diverge.
Indication : on pourra considérer la suite (vy, — uy,).

4. (a) Montrer que pour tout n € N, on a :

1 1 Un+2
I T P § | ) B PR § [ )

Up =

(b) En déduire la valeur de lim nu,, puis un équivalent simple
n——+00

de u,, lorsque n — +o0.

1 1
(c) Montrer enfin que u,, — ~= o (n2>
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Exercice 4

2x
dt
Soit F' la fonction définie sur R* par : F'(z) = / —_—.
. In(1+41¢2)
1. Justifier I'existence de F' sur R* et étudier sa parité.
(14 22)?

> 1.

2. >
1+ 422

(a) Résoudre dans R™* I’inégalité
(
3.
(

b) Montrer que F' est dérivable sur R™* et étudier ses variations.
a) Montrer que Vu € R, In(1 +u) < u
t72.
(¢c) En déduire lim F(z) puis lim F(x).
z—0t z—0~
4. (a) Montrer que Vz € R, x <
(

Y <Flz) < ——— .
i+ 4 <T@ S paga

b) Déterminer un équivalent simple de F'(z) lorsque x — +o0.
En déduire la limite de F' en +o0, ainsi que la nature de la
branche infinie de Cg en +oo.

)
)
)

b) Montrer que Vo € R™, F(x) > /
) @
)

)

Exercice 5

w/2
On pose pour tout z € R, f(x) = / e " cos(t)dt.
0

1. Justifier que f est bien définie sur R.
2. Calculer f(0).

3. Montrer que f est une décroissante sur R.
(Attention : on ne sait pas si f est dérivable)

4. Montrer que Vx € R, f(z) > 0
Qu’en déduire pour le comportement de f en 400 ?

5. En encadrant f(z) lorsque = €]0, +o00[, déterminer lim f(x).

T—+00

Qu’en déduire pour le comportement de fen —oc0?
7. Montrer que Va,b € R*, on a |e™ —e | < |b— q

6. Montrer que Vo < 0, on a f(x

2
8. En déduire que pour tous a,b € RT, |f(b) — f(a)] < %\b — al.

Montrer alors que f est continue sur RT.
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Exercice 6

On définit une suite (f,) de fonctions sur 'intervalle [0, %} par :
va e 0, 5] folw) =

et pour tout n € N :

Ve [0.7], fuile) = / (1 + F2(0)dr
0
) ™
1. On fixe un réel x € [O, Z}

(a) Calculer fi(z) et fa(z).
(b) Montrer que Vn € N, 0 < fp(z) < fot1(2).
(c) Montrer que Vn € N, f,(z) < tan(x).

)

(d) En déduire que la suite de réels (fn(z)), _, est convergente.
On note f(x) sa limite.

On a ainsi défini une fonction f sur 'intervalle [O, %}

2. (a) Montrer que pour tout n € N* f,, est une fonction polynomiale
dont le degré est 2™ — 1.

(b) Déterminer, pour n € N*, le terme de plus bas degré de f,.
(c) Calculer f}(0) et f£(0).

T
3. Montrer que pour tout n € N, pour tout x € [0, Z}, on a :

T
En déduire que pour tous z et y de [O, Z}, on a :

[f(@) = f(y)] < 2]z -y

. . T
puis que f est continue sur [0, Z]

Lycée du Parc 2/2



