Hypokhagne B/L DM17 - pour le 07/02/12

Exercice

Soit E un K-espace vectoriel.
On appelle projecteur de E tout endomorphisme f de E qui vérifie

fof=1Ff

Soit p € L(E) un projecteur de E.

1. Montrer que Im(p) = {Z € E / p(@) = 7'}
2. Montrer que E = Ker(p) & Im(p).

3. On pose g = Idg — p.
(a) Montrer que ¢ est également un projecteur de F.

(b) Déterminer Im(q) et Ker(q) en fonction de Im(p) et
Ker(p).

4. Soit u un endomorphisme de E quelconque. Montrer que :

V7 € Im(p), on a u(?) € Im(p)
pou=uop < | et
vV e Ker(p), on a u(7) € Ker(p)
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