CHAPITRE 14

Convergence des suites numériques

14.1 Suites usuelles

14.1.1 Rappels

Définition 1

Une suite
Une suite (uy,
Une suite (u,
Une suite (uy,

u,) est croissante si Vn € N u,. 1 > u,.
est décroissante si Vn € N, u,11 < up,.
est strictement croissante si Vn € N u,1 > u,.

—_— — — —

est strictement décroissante si Vn € N, u, 11 < u,.

Définition 2
Une suite (u,,) est majorée si :

dMeR/VneN, u, <M
Le réel M est alors appelé un majorant de la suite (u,).
Une suite (u,,) est minorée si :
ImeR/VneN u, >2m

Le réel m est alors appelé un minorant de la suite (u,).
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14.1.2 Suites arithmético-géométriques

Définition 3
On dit qu’une suite (u,) est arithmético-géomeétrique s’il existe deux réels a et b tels que

Vn €N, upi1 =au, +b

Lorsque a = 1, on dit qu’on a une suite arithmétique.
Lorsque b = 0, on dit qu’on a une suite géométrique.

Proposition 4 Suites arithmétiques
Soit v un réel et soit (u,) une suite arithmétique de raison r, i.e. : ¥Vn € N, w, 1 = u, +r. Alors :

Vn € N,u, = ug + nr

Uu Up) X (N — 1
et la somme de termes consécutifs de (uy,) vaut : u, + upiq + -+ + uy, = (up + ) 2( P )

Exemple :

Un cas particulier est : 1+24+3+---+n

i
(]
&
i
=8
3
_l’_
=

Proposition 5 Suites géométriques
Soit q un réel et soit (u,) une suite géométrique de raison q, i.e. : Vn € N, u,1 = qu,. Alors :

n

Vn € N, u, = upq

(1o ge
L Up———— SiqF1
et la somme de termes consécutifs de (uy,) vaut : u, + upiq + -+ + uy, = { 1—
L (n—p+1lu, sig=1
Exemple :
n { 1-— q”+1 . 1
Uncasparticulierest:1—i—q+q2+-~+q”:2qk: 1—gq si g #
k=0 n+1 sig=1
Remarque :

Méthode générale pour les suites arithmético-géométriques.
Soient a et b deux réels, avec a # 1. Soit (u,) la suite arithmético-géométrique définie par

VneN, uptr1 =aup, +b

b
1. On cherche éel x tel que |z = b| (il suffit de prendre £ = —— i existe puisque 1).
n T un réel x qu (1 u prendre x 1_a,qul xiste puisque a # 1)

On pose (vy,) la suite définie par Vn € N, v, = u,, — x.
La suite (vy,) est alors géométrique, de raison a.

On peut obtenir alors une forme explicite pour v,, ceci pour tout n € N

U W

On en déduit alors une forme explicite de u, = v, + x, pour tout n € N
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14.1.3 Suites récurrentes linéaires doubles

Définition 6
On dit qu’une suite (u,) est récurrente linéaire double s'il existe deux réels «, 5 tels que :

Vn € N, u,i9 = auy1 + Buy,

Théoréme 7
A la suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie par

Vn € N, upio = Qpi1 + Puy,

on associe I’équation caractéristique :

(*) : |2*=ax+p

On note A le discriminant de cette équation.
o Si A >0, alors I'équation (x) admet deux solutions réelles x1 et xo. Alors :

INpeR /VneN, u, = ANay)" + p(x)”

o Si A =0, alors I’équation (x) admet une racine double xy. Alors :

INpeR /VneN, u, = Nxo)™ + pn(xo)”

o Si A <0, alors l'équation (x) admet deur solutions complezes conjuguées z; = pe et zo = pe=¥.

Alors

INpeR /VneN, u, =p" (Acos(nb) + usin(nd))

Dans tous les cas, les constantes \ et p sont déterminées a partir des valeurs de ug et u;.

Démonstration :

cf DM19. Idées de la démonstration :

1. On montre que 'ensemble E de toutes les suites vérifiant la relation de récurrence : "Vn € N, upyo =
QUp+1 + Pu," est un espace vectoriel (c’est un sous-espace vectoriel de RN)

2. On peut méme préciser que sa dimension est égale & 2. Pour cela, on crée un isomorphisme :

E — R?
7 () > (ug,u)

Puisque ¢ est un isomorphisme entre les espaces vectoriels £ et R?) on a bien dim(E) = dim(R?) = 2.
3. Puisque FE est de dimension 2, on sait qu’une base de E sera constituée de deux suites.

4. Si A > 0, les suites ((z1)") et ((z2)™) sont dans E, et forment une famille libre de deux éléments : c’est une
base. D’oil le résultat.
Si A =0, la suite ((xo)™) est dans F, et on remarque que la suite (n(xg)™) également, et que ces deux suites
forment une famille libre de deux éléments : c’est une base. D’ot le résultat.
Si A < 0, on montre le résultat par récurrence sur n en utilisant des nombres complexes.
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14.2 Comportement asymptotique d’une suite

14.2.1 Suites convergentes

Définition 8
Une suite (u,) converge vers une limite réelle finie ¢ si u,, peut étre aussi proche que 1'on veut de ¢,
du moment que n est pris suffisamment grand, c’est-a-dire supérieur a un certain rang. Autrement dit :

(un) converge vers { <= Ve >0, ANeN /Vn > N, |u, — (| < ¢

On note alors :

lim w, =/¢ ou Uy, — ¥
n—-4o00 n——4o00

Remarques :

R1 — Avec la définition ci-dessus, 'intervalle [¢ — ¢, ¢ + ¢] contient donc tous les termes de la suite (uy,),
sauf un nombre fini d’entre eux (jusqu'au rang N)|

rR2 — Etudier la nature d’une suite (u,), c’est déterminer si cette suite est convergente ou non.

R3 — Si une suite (u,) admet une limite, alors cette limite est unique.

Définition 9
Une suite est dite divergente si elle n’est pas convergente.

Divergence vers +oo :

lim w,=400<=VA>0, INEN/Vn>N, u, > A

n—+o0o
Divergence vers —oo :

lim w,=-00<«=VB<0,ANeN/VYn> N, u, < B

n—-+o00

Remarques :
R1— Si lim w, = 400 ou lim w, = —oo, alors la suite (u,) est divergente, mais admet une limite
n—-4o0o n—-+4o0o
(infinie).

R2 — Une suite divergente est une suite qui :
— soit admet une limite infinie
— soit n’admet pas de limite

14.2.2 Opérations sur les limites

Ce sont les mémes régles que pour les fonctions, concernant les sommes, les produits, les inverses de suites

(voir Chapitre 06 sur les Limites de Fonctions)
On a les mémes formes indéterminées également :

x-x] [0x]

813
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et les formes indéterminées implicites :
1% 0% o’

14.2.3 Composition des limites

Théoréme 10

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit (u,) une suite de réels a valeurs dans I a partir
d’un certain rang.
Soient a,z9 € R =R U {—00, +00}.

Si nl_l)IJIrloo Up, = Xg €t xlig:lo flz)=a
Alors
lim f(u,) =a

n—-+00

Théoréme 11 Utilisation de la continuité

St lim wu, =/ et si f est continue en £, alors :
n—-+oo

lim f(un) = f(£)

n—-+oo
Proposition 12 Passage a la valeur absolue
lim u,=¢ = lim |u,|=|{|
n——+o00 n——+o0o
et
lim w,=0 <= lim |u,| =0
n—-4o0o n—-+o0o
Remarque :

Pour montrer qu’une suite (u,) converge vers un réel ¢, on peut donc aussi montrer que la suite (u, — )
converge vers 0.

Proposition 13
Soit (uy,) une suite convergente vers 0. Alors :

In(1 + u, un _ 14+ u,)*—1 - in(u,
lip 20U lim < =1 i QFW) L, lip 500 _
n——+00 Up, n——+o0o Up, n—-+00 Uy, n——+00 Up,
li an(un) = 1l lim cos(u 2) — 1l Ya>0,8>0]| lim u®(In(u,))’ =0
n—-+00 Up, n—-+0o Uy, n—-+00
2

Soit (u,) une suite divergente vers +00. Alors pour tous o > 0 et § > 0,

. g . (In(un))®
Jm w)f T . ()P

=0
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14.2.4 Inégalités, comparaison et encadrement

Théoréme 14

Toute suite convergente est bornée.

Remarques :

R1 — La réciproque est fausse

R2— Si lirf uy = £ et que £ > m, alors on a u, > m a partir d’un certain rang.
n——+0oo

R3 — Si lirf uyp = £ et que £ < M, alors on a u, < M & partir d’un certain rang.
n—-+0oo

R4 — Si (uy) converge vers £ et que m < £ < M, alors

a partir d’'un certain rang : m < u, < M

R5 — Solent deux suites (uy) et (v,) telles que lim u, =/l et lim v, = ¢ avec £ < ¢, alors
n—-+00 n—-+00

& partir d’un certain rang : u, < v,

Proposition 15
Si (uy,) est une suite positive (ou strictement positive) a partir d’un certain rang, et si (u,) converge
vers un réel £, alors £ > 0.

Remarque :

Attention! Si u, > 0 pour tout n € N, on n’a pas forcément liril uy > 0. Une inégalité stricte devient
n—-+0oo

toujours large aprés un passage a la limite.

Proposition 16 Passage a la limite dans une inégalité
Si (uy,) et (v,) sont deux suites convergentes et si a partir d’un certain rang, on a toujours u, < vy,

alors :
lim u, < lim v,

n—-+4o0o n—-+4o0o
Théoréme 17 Théoréme de comparaison
.{ Vn = ng, U, = U,
° Sz’{ , alors lim wu, = +o0.
1 lir+n Uy = +00 notee
n—-—+0o0o
,{ vn?”Oy ungvn
CIY) alors lim wu, = —o0.
: ’ n—-+00 "
1 IHJP Uy, = —00
n—-+0oo
Théoréme 18 Théoréeme d’encadrement

Soient (uy,), (v,) et (wy,) trois suites telles que
VTL?no, ungvngwn

Si les suites (uy,) et (wy,) convergent vers une méme limite finie ¢, alors la suite (v,) est convergente et
converge vers cette méme limite (.
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Conséquences 19 Théoréme d’encadrement avec la valeur absolue
St a partir d’un certain rang, on a :

|un, — €| < v, et lim v, =0,
n—-+o0o

alors la suite (u,) est convergente et on a lim w, = {.
n—+oo

Conséquences 20 Produit suite bornée / suite convergente vers ()

Si (uy,) est une suite bornée et si (v,) est une suite convergente vers 0, alors la suite (u,v,) converge
vers 0.

Démonstration :

Supposons que la suite (u,) soit bornée. Autrement dit, il existe & € R tel que Vn € N, |u,| < k.
Alors, on a pour tout n € N|

0 < |upvn| = |un| X |vn] < Eluy|

et la suite (k|v,|) converge vers 0 par hypothése.

Donc par le théoréme d’encadrement, on a bien que liIE (upvy) = 0.
n—-+0oo

14.2.5 Suites extraites

Définition 21

Une suite (v,) est appelée une suite extraite de la suite (u,) si elle est obtenue par une extraction
infinie des termes de la suite (u,).

Par exemple, les suites (ug,) et (uz,41) sont des suites extraites de la suite (uy,).
e La suite (ug,) est la suite extraite d’indices pairs :

(UQTL) - (u07 U2, Ug, Ug, - - )

e La suite (ug,41) est la suite extraite d’indices impairs :

(UQn+1) = (uh us, Us, Uz, . . )

Théoréme 22

Si une suite (u,) converge vers une limite finie {, alors toutes suite extraite de la suite (u,) converge
vers (.

Théoréme 23 CNS de convergence
Une suite (u,) converge une limite finie € si et seulement si la suite d’indices pairs (ua,) et la suite
d’indices impairs (usn11) convergent toutes les deux vers cette méme limite.

Remarque :

Si deux suites extraites d’'une méme suite (u,) n’ont pas la méme limite, alors la suite (u,) n’est pas
convergente.
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14.2.6 Le cas des suites monotones

Théoréme 24 Théoréme de la Limite Monotone
o Toute suite croissante et majorée est convergente.
o Toute suite décroissante et minorée est convergente.
o Toute suite croissante et non majorée tend vers +oo.
o Toule suite décroissante el non minorée tend vers —oo.

Remarque :

Si une suite (uy,) est croissante et majorée, alors la limite de la suite (uy,) est le plus petit des majorants de

la suite (uy,) : ¢’est sa borne supérieure : ¥n € N, u, < lim w, = sup wu,. Siune suite (u,) est décroissante
n—+oo n—+o0
et minorée, alors la limite de la suite (u,) est le plus grand des minorants de la suite (u,) : c’est sa borne

inférieure : Vn € N, u,, > lim wu, = inf wu,.
n——+oo n——+0o

14.2.7 Suites adjacentes

Définition 25

Deux suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes si, & partir d’un certain rang :
— Qune est croissante
— Pautre est décroissante

i () =0

Théoréme 26

Si deux suites (uy,) et (vy,) sont adjacentes, alors (u,) et (v,) sont des suites convergentes, et elles ont
la méme limite.

Démonstration :

Supposons par exemple (uy,) croissante et (v,) décroissante.
Remarquons pour commencer que la suite (u, — vy )n>0 €st croissante puisque

Vn € N, (UnJrl - UnJrl) - (un - Un) = (unJrl - un) - (UnJrl - Un) =0

Puisque (un — vn)n>0 est une suite croissante, ayant pour limite 0, cela implique que cette suite est a termes
négatifs, puisque 0 doit étre un majorant de la suite (u,, — vy,). On a donc :

vn €N, u, < v,

On a donc :
VneN, ug <u, <o, < g
Autrement dit, la suite (u,) est croissante et majorée (par vg), donc converge vers un réel £. De méme, la suite
(vn) est décroissante et minorée (par ug) donc converge également, vers un réel £'.
On a de plus :

lim (w, —
n—)—i—oo( n

0 (par hypothese)
=y

Par unicité de la limite, on en déduit donc que ¢ = ¢’ et donc (u,) et (v,) ont bien la méme limite.

Théoréme 27 Réels/Rationnels
Tout réel est la limite d’une suite de rationnels.
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14.3 Comparaisons des suites numériques

14.3.1 Suites équivalentes

Définition 28
Deux suites (u,) et (v,) sont dites équivalentes s’il existe une suite (w,,) telle que & partir d'un certain
rang no :

Yn = ng, U, = vpW, avec w, — 1
n—-4o00

On note alors u,, ~ v,.
n—-+o0o

Remarque :

Autrement dit, si (uy) et (v,) sont deux suites qui ne s’annulent pas a partir d’un certain rang, on a :

. Un,
Up ~ VUp < lim — =1
n—-+oo n—-4o00 Un

Exemples :

E1— On connait déja des équivalents usuels, grace aux limites usuelles :
Si (uy) est une suite qui converge vers 0, on a :

Un __ ~ a _ ~
In(1+ uy) W07 Un e 1 W07 Un (1+up) 1 W3 Qun

E2 — Une suite polyndmiale est toujours équivalente & son terme de plus haut degré

Proposition 29
Deuz suites équivalentes ont la méme limite, quand elles ont une limite

14.3.2 Suites négligeables

Définition 30
Une suite (u,) est dite négligeable devant une suite (v,) s’il existe une suite (w,,) telle que a partir
d'un certain rang ny :

Yn = ng, U, = v,W, avec w, — 0
n—-+00
On note alors u, = o(v,) (et on lit "(u,) est un petit o de (v,)")

n——+oo

Remarques :
G . . , . - .
R1— Autrement dit, si (uy) et (vy,) sont deux suites qui ne s’annulent pas & partir d’un certain rang, on
a:
. U
u, = o(v,) < lim — =0
n—-+oo n—+0o00 Uy,
R2- Ona:
Uy ~  Up = Uy — U, = ou
" n—-+oo n n n n—-+oo ( n)
et
U = o(vp) <= un+v ~
" n—-+00 ( n) " " n—-+00 "
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Proposition 31 Croissances comparées des suites usuelles
En notant u, << v, pouru, = o(v,), on a : pour tous a > 0,5 > 0,7 >0,

n—-+oo n—-+4oo

n! >> ¢ >> nf >> (In(n))
n—-+o0o n—-+0o n—-+00

Remarque :

Si0<a<pB,onan® = on?

n—-+o0o
Exemple :

On a par exemple 2" — 12n% — 31In(n) o~ 2" donc ll}r_iI_l (2" — 12n% — 31In(n)) = +o0.
n oo n o0

En gros, déterminer un équivalent consiste a ne garder que le terme prépondérant et & supprimer tous les termes
négligeables devant lui.

Proposition 32
Soient deuz suites (uy,) et (v,) telles que uy, = o(vn).

Si (vy,) est convergente, alors lim wu, = 0.
n——+00

Si (Jun|) diverge vers +o00, alors (|v,]) aussi.

Remarques :

R1 — La relation d’équivalence "~" est :
e symétrique : si u, ~ vy, alorsv, ~ Uy
n—+o0o n——+00

e transitive :siu, ~ wv,etv, ~ wy,alorsu, ~ W,
n—4o0o n—4o00 n—4o00

e stable par produit :siu, ~ . etwv, ~ v . alorsu,v, ~ u V.
p p nn%qtoo n n n—-+oo n nen n—-+oo n-n

e stable par inverse :siu, ~ v, etsi(v,) ne s’annule plus & partir d'un certain rang, alors
n—-+00
1 1

(ad .
Up N—+00 Uy

e stable par passage a la valeur absolue : si u, ~ wp,alors |u,| ~ |vy]
n—-+0oo n—-+oo

ATTENTION, on n’additionne pas les équivalents, comme pour les fonctions.

On ne peut pas non plus composer les équivalents, par exemple par I’exponentielle.
R2 — La relation de négligeabilité "o" est :

[ J

e transitive : si u = ov,) et v =  o(wy,), alors u = olwy).
" n—+o0o ( n) " n—+oo ( n)7 " n—+oo ( n)

e stable par produit :siu, = ou.)etv, = o)), alorsu,v, = olu. v ).

p p nn—i— (n) nn+ (n)a nnn+ (nn)

e stable par inverse : si u, = o(vn) et si (uy) et (vy,) ne s’annulent plus a partir d’un certain
n—-+0o0

1 1
rang, alors — = o (—)

Vyp, N—+00 Up,

Exemple :

Une limite & savoir refaire parfaitement :

lim (1—|—£) =7
n

n—-+o0o

x\" x . x x
On a : <1+—> = exp (nln (1+—)). Or, on sait que nln <1+—) ~ n— =x —> x,donc par
n n

n n—-+4oo n n—-4o0o

€T n
composition de limites (et surtout pas d’équivalents), (1 + —) ~ e
n n—-+oo
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14.4 Suites récurrentes de la forme u,.1 = f(u,)

Définition 33

On s’intéresse ici & une suite (u,,) définie par : {

Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle 1.

ug € 1
Vn € N, Un+1 = f(un) .

Exemple :

Remarque :

comportement en général.

flvg)=vyq

Vg

05 1 v 15 2

Ci-contre, les suites définies
Uy = 0.5 0.8

: t

par { Vn e N, upi1 = /uy ©

0.64

U0:2
VHGN, anrl:m

0.44

0.24

Une suite arithmeético-géomeétrique est de la forme up41 = au, +b = f(uy) avec Ve € R, f(z) = az +b

On peut souvent tracer la courbe de la fonction f et représenter la suite (u,) sur ce graphique. Cela
nous donne des informations (des conjectures) concernant la monotonie de la suite, les limites possibles, et son

Ci-contre, les suites définies par :

f UQ:O2
2
1
Vn € N, Upt+1 = un;_
et
{ Vg = 1.2
2411
VneN, v, = U";_

Vi

flvg)=v,

T T T T T
02 04 u, 06 0.8 1
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f(u1):u2 p
fluy)=u, S| Y2
04 /1s
/ U6
0.3 4 . . », .
) Ci-contre, la suite définie par
/U
" Ug i f(uy)=u, ( Uy = 0.5 . .
/Uy f(uy)=u
0.21 /u o \V/TLGN, un_;’_l:i?—f
S (up, +1)2 4
/
//
0.1 / g
/
//
v
0|/ . uO
/o 0.1 02 03 04 05

Définition 34

ug € 1

Yn €N, u,i1 = f(uy,)
si pour tout n € N, on a bien w, € I (pour qu’on puisse bien calculer f(uy,)).

On dit qu’une suite récurrente (u,,) définie par une relation :{ est bien définie

Remarque :

Le plus souvent, on peut le montrer par récurrence. Il suffit de trouver un bon intervalle I tel que f(I) C I.
On dit que I est un intervalle stable par f.

Théoréme 35 Théoréeme du point fixe
ug € 1

Vn €N, upr = f(u,)

Si (uy,) converge vers un réel £ € I et si f est continue en £, alors on a nécessairement f({) = (. Le réel ¢
est appelé un point fixe de f.

Soit (u,) une suite définie par {

Remarque :
| On sait donc que si la suite (u,) converge, alors nécessairement elle converge vers un point fixe
Théoréme 36 Méthode générale d’étude d’une suite récurrente

U()GI

Soit (u,) une suite définie par { Vn €N, Uy = f(un)

e Sila fonction f est croissante sur Uintervalle I, alors la suite (u,) sera monotone.
e Si la fonction f est décroissante sur l'intervalle I, alors on étudie les suites extraites d’indices pairs
(ugn) et (ugni1) qui, elles, seront monotones.

Remarque :

Dans certains cas, on peut utiliser 'Inégalité des Accroissements Finis pour conclure sur la convergence
d’une suite récurrente. Par exemple, si on montre & I'aide de 'Inégalité des Accroissements Finis que
dk € [0,1] / Vn €N, |ups1 — | < k|uy, — ¢
ou ¢ désigne un point fixe de f, on en déduit par récurrence que Vn € N, |u, — ¢| < k™|up — ¢|, d’oit par

encadrement que (u,) converge vers £.



