CHAPITRE 13

Espaces vectoriels

Dans tout le chapitre, K désigne le corps R ou C.

13.1 Définitions

13.1.1 Espaces vectoriels

Définition 1
Soit E un ensemble muni de deux opérations :
— une addition notée +
— une multiplication par un scalaire, notée -
On dit que (E,+,-) est un K-espace vectoriel si :
e (E,+) est un groupe commutatif, i.e. :
> la loi + est interne : V7,7 ek, U+VEE
> la loi + est associative : VU, U, W e E, (d+7)+ W= 7+(7+W)
> la loi + admet un element neutre, appelé le vecteur nul 0 E:
Vi eEEB W+0p=0p+7 =1
> Chaque vecteur admet un opposé pour la loi +
Vi eE, W eE |/ U+7V = T+ =0,
(on note ¥ = —7)
> La loi + est commutative : ‘v’ﬁ o € E, U+ ="+
e [’opération - vérifie les propriétés suivantes :
> VAEK, VU €E, A 76E
> VA,MeK,vﬁ €EE, )\
> VU € E, 1-
> V\hpekK Vu eE, (
> VAeK, VU, veE, \-
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Remarques :

R1— On écrit souvent A\ 4 la place de X - .

R2 — Si E est un K-espace vectoriel, les éléments de E sont appelés des vecteurs, et les éléments de K
sont appelés des scalaires.

Exemples :

E1 — R I’ensemble des réels, est un R-espace vectoriel

E2 - R? I'ensemble des couples de réels, est un R-espace vectoriel

E3 — R" (n > 1) I'ensemble des n-uplets de réels, est un R-espace vectoriel
E4 — C est un R-espace vectoriel et un C-espace vectoriel

E5 — R n’est pas un C-espace vectoriel

E6 — M, ,(K), ensemble des matrices a n lignes et p colonnes

E7 — K[X], ensemble des polynomes a coefficients dans K

E8 — K, [X], ensemble des polyndomes a coefficients dans K de degré inférieur ou égal a n
E9 — L’ensemble des suites réelles

E10 — L’ensemble des fonctions réelles

E11 — L’ensemble des fonctions continues sur un intervalle [

E12 — L’ensemble des fonctions dérivables sur un intervalle

13.1.2 Combinaisons linéaires

Définition 2
Une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel E est un n-uplet (v_f, v_2>, el v_n>) ou les UZ sont des
vecteurs de F.
Exemples :
E1 - (1,2,3) est une famille de 3 vecteurs de R
- ((1,2),(2,3),(3,44)) est une famille de 3 vecteurs de C?
E3— (X2+1,X, X3) est une famille de 3 vecteurs de R[X]
E4 — << ; i > est une famille de 1 vecteur de Mz (K)
Définition 3
Soit (vl TSN ﬁ) une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel E.
On appelle combinaison linéaire de 71, cee oy tout vecteur de la forme

M7+ A3 + A3V + -+ MTp = YNV
k=1

ou pour tout ¢ € [1,n], A\; est un scalaire (élément de K). Les \; sont appelés les coefficients de la
combinaison linéaire.
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Exemples :

. 3 4 1 3 -1 2
EzsolentM—<_7 3>,A—<_1 2>etB—< 5 1>

savoir si on peut trouver deux scalaires a et b tels que M = aA + bB.

Or, on a :
3 4 1 3 -1 2
MaA+bB<:><_7 3>a<_1 2>+b< 5 1>

(3 4N_( a-b Ba+2
7 3) "\ —a+5b 2a+b
(

a -b =3
— 3a +2b =4
{—a +50 =-7
t 20 +b =3
I{a—b =
(:% b =1 b}{a:2
46 = -4 b=-1
L 3 =-3

Donc on a M = 2A — B et donc M est une combinaison linéaire de A et B.
Remarquons que ici, le choix de a et b est unique (mais ce n’est pas forcément le cas).

U =(5-31) et W= (-2,2,-4)7

On cherche ici trois scalaires a, b, ¢ tels que 7 =ad +bV + .
Or, on a :
T =ad + b7 + W = (3,—1,-3) = a(1,-1,2) + b(5, —3,1) + ¢(—2,2, —4)
<~ (3,-1,-3) = (a+5b—2¢c,—a — 3b+ 2¢,2a + b — 4c)

( a+5b—2¢c =3 ((a+5b—2c=3 4= 9% —9
—<{ —a—-3b+2c =-1 = 20 =2 {b:l
20 +b—4c = -3 -9 =-9 o

U,V et W.

Remarquons qu’ici le choix des scalaires a, b, ¢ n’est pas unique.

El-— ﬁ + @ + @, 211_1> — v_% + 31;_3,), 4@ — 311_3> sont a chaque fois des combinaisons linéaires de H, @, v_§

On cherche & savoir si M est une combinaison linéaire de A et B. En d’autres termes, on cherche a

E3 — Dans R3, le vecteur @ = (3,—1,—3) est-il une combinaison linéaire des vecteurs & = (1,—1,2),

On a donc, par exemple, Z =4U + U + 30 et donc @ est une combinaison linéaire des vecteurs

Définition 4
—

notée :
veCt(U—{av—g?"'am) :{)\1U—1>+)\2U_2>++Anﬁ, )\17>\27"‘7)\TL GK}

L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs (v7, 2,...,v_n>) est




4/16 13. ESPACES VECTORIELS

13.1.3 Sous-espaces vectoriels

Définition 5

Soit E un K-espace vectoriel et soit ' un sous-ensemble de FE.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de F si :

e FCFE

e F = () (par exemple, (ﬁ €F)

e F' est stable par combinaison linéaire :

VU, TEF,YANEK, \NU+ 7V eEF

Exemple :
Montrons que R3[X] est un sous-espace vectoriel de R[X].
o R3[X] C R[X]
e R3[X] n’est pas vide, car par exemple le polyndéme nul appartient a Rg[X]
e Soient P, @ deux polynomes de R3[X] et soit A € R.
On sait que AP + @ est encore un polynome de R3[X]. De plus,

deg(AP + Q) < max(deg(AP,Q)) <3

Ainsi, R3[X] est un sous-espace vectoriel de R[X].

Proposition 6

Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors (F,+,-) est encore
un K-espace vectoriel.

Remarque :

Lorsqu’on a une question "Montrer que ensemble F' est un espace vectoriel", dans 99% des cas, on ne
revient pas a la définition 1. On essaie plutot de montrer que F est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel
connu, et donc on en conclut que c’est encore un espace vectoriel

Exemples :

E1 — Soit C[X] le C-espace vectoriel des polynoémes.
Soit a € C fixé, et on note E, 'ensemble des polynoémes qui admettent o pour racine :

Eo = {P € C[X] / P(a) = 0}

Montrons que FE, est un C-espace vectoriel.

Commencons par remarquer que F, est un sous-ensemble de C[X]. Montrons donc que c’est un
sous-espace vectoriel de C[X].
e FE, # 0 (le polynome nul est dans E,,)
e Considérons P et Q appartenant & I’ensemble F, et soit A € C.
Montrons que AP + @ appartient encore a E,,.

On sait par hypothése que P(a) = Q(a) = 0. Donc
(AP +Q)(0)=AP(0)+Q0)=0+0=0

Donc on a bien AP + QQ € E,.
Ainsi, E, est un sous-espace vectoriel de C[X] et donc en particulier ¢’est bien un espace vectoriel.
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E2 — Soit E I'ensemble des fonctions réelles dérivables sur R telles que f(1) = f/(1) = 0.

E={f:R— Rdérivablesur R/ f(1) = f'(1) = 0}

Montrons que E est un R-espace vectoriel. Montrons que ¢’est un sous-espace vectoriel de I’ensemble

des fonctions dérivables sur R.

e E # () (la fonction nulle appartient a E)

e Considérons f et g appartenant a ’ensemble E et soit A € R.
Montrons que Af + g appartient encore a F.

On sait que f et g sont dérivables sur R et que f(1) = f'(1) = g(1) = ¢'(1) = 0.
On sait donc que par somme, \f + g est encore une fonction dérivable sur R et

Af+9)M) =AW +g(1) =0,  (Af+g9/(D)=A(1)+g'(1)=0

Donc on a bien A\f +g € E.

Ainsi, F/ est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des fonctions dérivables sur R et donc en parti-

culier c’est bien un espace vectoriel.

Proposition 7
Soit (v_f, v_g, cee ﬁ) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E.
Alors l’ensemble Vect(v_1>, v—2>, e ,U—n>) est un sous-espace vectoriel de E.
On Dappelle le sous-espace vectoriel engendré par la famaille (v_f, v_g, cee ﬁ)
Remarque :

Exemples :

El —

Considérons I'ensemble F = {< ';C 92591—21; > y LY € ]R}.

E est-il un espace vectoriel 7

On va essayer d’écrire ' comme ’ensemble des combinaisons linéaires d'une famille de matrices
fixées. Il faut donc faire apparaitre les "lettres" comme des coefficients de la combinaison linéaire :

e={(7 250 nver)
(5 %)+ (3 o) ver]
:{x<é f>+<(1) _21>,x,yE]R}
=ver((57)-(1 %))

Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de Ma(R) et donc E est un espace vectoriel.

Pour montrer qu’un ensemble est un espace vectoriel, on peut donc parfois essayer de ’écrire directement
sous la forme Vect(...). Alors, on aura directement la réponse.
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E2 -~ Soit E={(a+2b—c+d,2a+3b—d,b—c+2d), a,b,c,d € R}.
Montrons que E est un espace vectoriel.

E={(a+2b—c+d,2a+3b—d,b—c+2d), a,b,c,d € R}
= {(a, 2a,0) + (2b,3b,b) + (—c¢,0, —c) + (d, —d, 2d), a,b,c,d € R}
={a(1,2,0) +b(2,3,1) + ¢(—1,0,—-1) + d(1,—1,2), a,b,c,d € R}
=Vect((1,2,0),(2,3,1),(—1,0,-1),(1,—1,2))

Donc E est un sous-espace vectoriel de R3 et donc c’est un espace vectoriel.

Proposition 8 Intersection de sous-espaces vectoriels
L’intersection de deuz sous-espaces vectoriels de E est encore un sous-espace vectoriel de E.

13.2 Bases et dimension d’un espace vectoriel

13.2.1 Familles génératrices

Définition 9
Soit E un K-espace vectoriel.

On dit qu’une famille (v_1>, v_2>, ceey v_p>) de vecteurs de F est génératrice de FE si tout vecteur de E peut
s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs v_f, v_2>, e v_p> :

p
VU €E, i, N, s M EK /T =Y N0 = M0+ ATg 4 A0

i=1
Ainsi,
(v7,73,...,0,) génératrice de E <= E = Vect(v],73,...,0,)
Proposition 10
Si (v_1>, cee v_p>) est une famille génératrice de E, alors :
1. si on change l'ordre des vecteurs de la famille (11_1), . v_;), alors la famille reste une famille génératrice
de E
2. st on rajoute un vecteur U ala famalle : (v_f, s, U—p>, 7) est encore une famille génératrice de E.
Exemples :

E1 - La famille (1, X, X?%,..., X") est une famille génératrice de R,[X], puisque tout polynéme P de
R,,[X] peut s’écrire

P:a01+a1X+a2X2+--'+anX” avec ap,ai,...,an € R

autrement dit comme une combinaison linéaire de 1, X, X2, ..., X"

E2 — Soit E = {(x,y,2) € R® / 22 +y — z = 0}. Montrer que E est un espace vectoriel et en donner une
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famille génératrice.

E={(z,y,2) €R® /20 +y — 2 =0}
= {(z,y,2) €R3 /| y =2 — 2z}
={(z,z2 —2z,2), ¢,z € R}

= {z(1,-2,0) + 2(0,1,1), z,z € R} = Vect((1,-2,0),(0,1,1))

Puisque E apparait directement comme un sous-espace vectoriel de R?, c’est un espace vectoriel et
une famille génératrice est ((1,—2,0),(0,1,1)).

Proposition 11
Soit E un espace vectoriel et soit (171), v_g, cee o) une famille génératrice de E.
Si vy, est une combinaison linéaire de v_1>, v_2>, ey Up_1), alors le vecteur vy nlest pas utile dans la famille
génératrice, et la famille (U_1>, 172), ., Un_1) est aussi génératrice de E :
— — — — —
E =Vect(vi,v3,...,0,1,0,) = Vect(vi,vs,...,0,1)
Démonstration :
On souhaite ici montrer que la famille (ﬁ, ..., Un—1) est génératrice de E, donc autrement dit que tout vecteur
de E peut s’écrire comme une combinaison linéaire de 1, ..., Un_1.

Soit @ un vecteur quelconque de FE.

Par hypotheése, on sait que la famille (v_f, V3, ... ,v—>n) est une famille génératrice de E. Donc

n
A(ai,az,...,a,) € K" / U= Z%Uz‘)
i=1

n—1
On sait aussi que 'on peut écrire =3 Nup (avec A1, A2, ..., A\p—1 € K), on a donc :
i=1
n
7 = Z aiUZ
i=1
n—1
=Y v} + anby,
=1
n—1 n—1
= Z a;v; + an <Z Azﬁ)
i=1 i=1
n—1
= (ai +an i)V}
i=1
Ainsi, le vecteur @ s’écrit comme une combinaison linéaire de la famille (ﬁ, T S T ).

On a donc bien montré que cette famille est génératrice de F.
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13.2.2 Familles libres

Définition 12

Soit E un K-espace vectoriel.
Une famille (v_f, U—2>, cee U_;) de vecteurs de E est appelée une famille libre si la seule combinaison linéaire
nulle qu’on peut former avec ces vecteurs est celle avec tous les coefficients égaux a 0.

Autrement dit, la famille (W, s, v_g) est libre si pour tous A, Ag,..., A\, € K:

ST F AT+ AT, =08, alors A\ =A==\, =0

Une famille qui n’est pas libre est appelée une famille liée.

Remarques :

R1 — Lorsqu’une famille est libre, on dit aussi que ses vecteurs sont linéairement indépendants.
R2 — Par définition, la famille (v_f, ey @) est lice s'il existe des coefficients A1,..., A, non tous nuls tels
que )\1U—1>+)\2U—2>+"'+>\pv—p>=OE

R3 — Siun des vecteurs de la famille est le vecteur nul, alors la famille est nécessairement liée

Exemples :
E1 - La famille ((1,3,-3), (4,2, —3),(—1,7,6)) est-elle une famille libre ou liée de R3 ?

Soient A1, A2, A3 € R tels que A1(1,3,—-3) + X2(4,2,—3) + A3(—1,7,6) = (0,0,0).
Alors, on a :

A1(1,3,-3) + X2(4,2,-3) + A3(—1,7,6) = (0,0,0)
:>(/\1 4+ 4Xg — A3,3A1 +2X9 4+ TA3, =31 — 32 + 6/\3) = (0, 0, 0)

( A +4X—A3 =0

i 3\ 42X +Th3 =0

30\ —3X +6)3 =0
(( M +4X—X3 =0
:>i —10Xs + 10Xz =0
9Ny —3X3 =0
{)\1+4/\2—)\3 =0

La famille ((1,3,-3),(4,2,-3),(—1,7,6)) est donc libre.

E2 — La famille de polynémes (1 + X + X2,3+ X +5X2,2 4+ X + 3X?) est-elle une famille libre ou lide
de R[X] 7
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Soient a,b,c € R tels que a(l + X + X2) +b(3 + X +5X2) +c(2+ X +3X2?) = Orpx). Alors :

a(l+ X +X*) +bB+ X +5X%) +c(2+ X +3X?) = Ogx]
—(a+3b+2¢)+(a+b+c)X + (a+5b+3c)X*> =0

((a+3b+2c =0
— a+b+c =0
a+5b+3¢ =0

((a+3b+2c =0

2b+c =0
. a =b
c =-—2b

On voit qu’on a ici une infinité de solutions pour a, b, ¢, donc la famille ne peut pas étre libre. Par
exemple, (a,b,c) = (1,1, —2) fonctionne :

I+ X +XH)+B+X+5X%)-202+ X +3X?%) =0
La famille (1 + X + X2,34+ X +5X2,2 + X + 3X?) est donc liée.

Remarque :

Parfois, un choix possible de combinaison linéaire nulle (avec des coefficients non tous nuls) est évident. on
peut alors éviter les calculs et répondre directement en disant "on remarque que ..., donc la famille est liée".
Dans 'exemple précédent, on aurait pu voir directement que

I+ X +XH)+(B+X+5X%)=22+X +3X?)

et donc on peut tout de suite conclure que la famille est liée.

Proposition 13 Famille libre de polynémes
Si (Py, Py, ..., P,) est une famille de polynomes non nuls de K[X] de degrés distincts deux & deuz, (on
dit que ce sont des polyndémes de degrés étagés), alors la famille (Py, Ps, ..., P,) est libre dans K[X].

Proposition 14

Soit E un espace vectoriel.
St on change Uordre des vecteurs d’une famille libre de E, on obtient encore une famille libre de E.
Si on change lordre des vecteurs d’une famille liée de E, on obtient encore une famille liée de E.

Proposition 15 Cas d’un seul vecteur
Soit E un espace vectoriel et soit U un vecteur. Alors

. —
(W) est lice <= o =0g
et donc au contraire, si une famille est formée d’un seul vecteur non nul, elle est libre :

(W) est libre < U # O_E>

Démonstration :
T
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[=] Si ( ) est liée, alors il existe A # 0 tel que AU = _E>, et donc nécessairement U = O_E>
[<=] Sl = 6> alors pour tout A # 0, on a bien AW = ﬁ, donc la famille (7) est liée.
Proposition 16 Cas de deux vecteurs

Soit E un espace vectoriel et soient 7, U deut vecteurs. Alors

U=\
(W, V) est lide < INeK / | ou
V=2

On dit alors que les vecteurs U et W sont colinéaires ou proportionnels.

Réciproquement, si deux vecteurs de E& sont non colinéaires, alors ils forment nécessairement une famille
libre.

Démonstration :
Supposons (@, ) liee, alors il existe (A1, A2) # (0,0) tel que
MU+ A =
. A2
Si A #0, alors on a U = —)\—7
1
Si A1 = 0, alors nécessairement Ao # 0 et on a_t v = ()E, donc ¥ = 07.
[<] Supposons que @ = A7, alors W — A7 = 0 donc comme (1, ) # (0,0), la famille (7, 7) est liée.
(De méme, si on a ¥ = )\7)

Proposition 17
Soit E un espace vectoriel et soient 271), e ,17” des vecteurs de E. Alors
(u_>1, 175, e ,17”) est lice <= L’un des u, est égal a une combinaison linéaire des autres
Démonstration :

Supposons la famille (uf, @5, ..., uy) liée. Alors il existe (A1, A2, ..., An) # (0,0,...,0) tel que
M+ AT+ -+ Aol = O

Au moins 'un des A; est non nul : nommons-le A\;. On peut alors écrire

n
=N
2k

d’otr
— Ay
]
up=-Y =u
=1 k
ik

et donc 17;2 est combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

Réciproquement, supposons qu’un des vecteurs soit combinaison linéaire des autres. Par exemple, appelons
uj, ce vecteur. Alors :

H(le"a:uk—lnuk-i-la"'vﬂn) EKn_l / Z,uzu@
z;ék
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et donc _
ATUT A+ 1 UE— ] — Uk + Bk U]+ il = O
Comme (f1, ..y fg—1, — 1, fllgs1,- - tbn) # (0,0,...,0), la famille (171>,172, e ,1Tn>) est bien liée.

Proposition 18

Soit E un espace vectoriel et soit (171), ..,v_;) une famille libre.

Alors toute sous-famille de vecteurs de cette famille est encore une famille libre.

Démonstration :

Soit (v1,...,v,) une famille libre.
Comme on peut changer l'ordre, il suffit de montrer que pour tout k € [1,p], les k premiers vecteurs de la famille
forment une famille libre.
Soient A1, Ag,..., A\ € K tels que
)\1’U_1>+)\2U_2>+"'+)\kv_k):0_E‘>

On a donc : _

AL + Ao + -+ NUE + 00yt + -+ + 07 = Og
autrement dit, une combinaison linéaire nulle des vecteurs 171), e @. Comme la famille est libre, on en déduit donc
que tous les coefficients sont nuls, et donc Ay = Ay =--- = A\ =0, et on a bien montré que la famille (v_f, ceey v—k))
est libre.

Proposition 19
Soit E un espace vectoriel et soit (u_>1, .,u—;) une famille libre.
St deux combinaisons linéaires des vecteurs uy, . . ., u_>p sont égales, alors nécessairement les coefficients sont

égaur deuxr & deu.

P p
Si Zazﬂf = szﬂf, alors Vi € [1,p], a; = b;
i=1 i=1
Démonstration :
Supposons donc que la famille (uf, .. ., uy) soit libre.

Supposons qu'il existe (ai,...,ap), (b1,...,bp) € KP tels que

p p
Z a;u; = Z biw;
i=1

i=1
alors on a : ,
S (a; — b)@ = 05
i=1
autrement dit une combinaison linéaire des vecteurs de la famille (171> Yoo ,17},) qui est libre. On en déduit que tous

les coeflicients sont nuls, et donc
Vi € Hl,p]], a; = bZ

13.2.3 Bases

Définition 20
Soit F un espace vectoriel et soit (e_f, €5, . .., ai) une famille de vecteurs de E.

On dit que la famille (e_f, e_g, R e_n>) est une base de FE. si elle est libre et génératrice de E.
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Proposition 21
La famille (e{,e3,...,¢e,) est une base de E si et seulement si pour tout € E, il existe un unique
n-uplet (A1, ..., A\p) € K" tel que
U =Mer + g+ -+ Mg

Les coefficients \; sont appelés les coordonnées de U dans la base (e_f, e_2>, e e_n>)

Remarques :

R1 — Attention, si on change ’ordre des vecteurs dans une base, on obtient encore une base, mais ce n’est
pas la méme : les coordonnées des vecteurs sont changées

R2 — Pour trouver les coordonnées d’'un vecteur donné dans une base donnée, il suffit d’écrire ce vecteur
comme combinaison linéaire des vecteurs de la base, et de lire les coordonnées qui sont les coefficients
de la combinaison linéaire.

R3 — Pour trouver une base d’un espace vectoriel E donné :

1. on commence par trouver une famille génératrice : écrire £ = Vect(e_f, es,. .., a)
2. On vérifie si (e—f, e—2>, ce e, est libre : si elle Pest ¢’est gagné. Sinon, on sait qu’un des vecteurs est

combinaison linéaire des autres : on peut I’enlever dans la famille génératrice, et on recommence
avec les n — 1 vecteurs restants, et ainsi de suite.

Exemple :

Soient ef = (1,2,—3), e3 = (—2,0,5) et &5 = (—4,4,9). On pose F = Vect(ef, €5, e3). Déterminons une
base de F.

Par définition, la famille (ef, €3, e3) est déja génératrice de F.
Regardons si la famille est libre.

Soient a, b, c € R tels que ael + bes

—
€2+C€_3>=0R3.Ona:

—
ae_f—i—be_g)—l—ce_g):ORg

:>a(17 27 _3) + b(_2707 5) + C(—4,4, 9) = (Ov 070)
= (a — 2b — 4c¢, 2a + 4¢, —3a + 5b + 9¢) = (0,0, 0)
( a—2b—4c =0
i 2a+4c =0

—3a+5b+9 =0

(—2b—6c =0

l

— a = —2c
50+ 15¢ =0
N a=—2c
b= -3¢

Donc la famille n’est pas libre, en particulier, on a : e = 2ef + 3e3.
Puisque la famille (e_f, e_2>, ?3) est génératrice de F' et que «9—3> est une combinaison linéaire de e_f et 6_2>, on sait
que la famille (€7, e3) est aussi une famille génératrice de F.
Or, les vecteurs e_f et e_2> sont clairement non colinéaires, donc la famille e_f e_2> est libre.
) ) )
Finalement, la famille (e_f, 6_2>) est libre et génératrice de F', c’est donc une base de F'.
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13.2.4 Bases canoniques

Proposition 22 Base canonique de K"
On définit :
Vie[l,n], e =(0,0,...,0,1,0,...,0)

ot le 1 apparait en i-iéme position.

La famille (e_f, e_2>, cee e_n>) est alors une base de K", appelée la base canonique de K"

Démonstration :

Montrons que par exemple dans R3, la famille (?1, e_2>, e_3>) est une base de R3.

e Soient a,b,c € R tels que aef + bes + cej =

_—q = = Cc =
Donc la famille (1, €3, e3) est libre.
e Montrons que la famille (e_f, &3, 6_3>) est génératrice.

R? = {(z,y,2), =,y,z € R}
= {z(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1), z,y, 2z € R}
= Vect((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1))
= Vect(ef, €3, €3)

Donc la famille est bien génératrice de R3.

Puisque la famille est libre et génératrice de R3, c’est bien une base.

Proposition 23
La famille (1, X, X2, X3 ..., X™) est une base de K,[X] appelée la base canonique de K,[X]

Proposition 24

Pour tous entiers i € [1,n] et j € [1,p], on définit la matrice E;; dont tous les coefficients sont nuls
sauf celut de la i-1ieme ligne et de la j-iéme colonne qui, lui, vaut 1.
La famille (E; ;) est alors une base de M,, ,(K) que l’on appelle la base canonique de M,, ,(K).

13.2.5 Dimension d’un espace vectoriel

Définition 25
Soit E un espace vectoriel.
On dit que E est un espace vectoriel de dimension finie s’il existe une famille génératrice finie.

Exemples :
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E1— R” est un ev de dimension finie puisque la famille (7, ey EZ) précédente est une famille génératrice
finie de R™.

E2 - R,[X] est un ev de dimension finie puisque la famille (1, X, X?,..., X™) est une famille génératrice
finie de R, [X].

E3 — R[X] n’est pas de dimension finie puisque le nombre de degreés différents possibles pour les polynémes
étant infinis, il faudrait nécessairement une famille génératrice infinie pour engendrer R[X] tout
entier.

Théoréme 26

Tout espace vectoriel non réduit a {0} de dimension finie admet au moins une base.

Théoréme 27

Soit E un espace vectoriel de dimenfion finie non réduit & {0}. Alors toutes les bases de E ont le méme
nombre d’éléments. Ce nombre est appelé la dimension de ’espace vectoriel E et est noté dim(FE).

Par convention, on dit que l’espace vectoriel {0g} est de dimension 0.

Remarques :

R1— L’espace {Og} est particulier car il n’admet pas de famille libre, donc pas de base.

R2 — Lorsqu’un espace vectoriel ne posséde pas de famille génératrice finie, on dit qu’il est de dimension
infinie.
C’est le cas par exemple de K[X], de I’espace des suites réelles, 'espace des fonctions continues, ...

Théoréme 28

dim(K") = n, dim(M,, ,(K)) = np, dim(M,,(K)) = n?, dim(R,[X]) =n+1

Proposition 29
Soit E un espace de dimension finie n.

Toute famille libre de n vecteurs est une base de E.
Toute famille génératrice de n vecteurs est une base de E.

Toute famille libre possede au plus n vecteurs.

e v =

Toute famille génératrice posséde au moins n vecteurs.

Remarques :

R1 — Pour trouver la dimension d’un espace vectoriel, en général il faut chercher une famille et montrer
qu’elle est libre et génératrice.
MALIS : si on connait déja la dimension la dimension de I'espace et que ’on se donne une famille de
n vecteurs, il suffit de montrer que cette famille est SOIT libre SOIT génératrice pour montrer que
c’est une base.

R2 — Dans un espace de dimension n, toute famille de strictement plus de n vecteurs est nécessairement
liée.

R3 — Dans un espace de dimension n, toute famille de strictement moins de n vecteurs n’est jamais
génératrice.
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Exemple :

On consideére les quatre polynémes suivants :
PB=X-1DX=-2)(X=-3), L=X(X-1)(X-2), B=X(X-2)(X-3), s=X(X-1)(X-2)
Montrer que (Py, P1, P2, P3) est une base de R3[X].

On a une famille de 4 polynomes et on sait que dim(R3[X]) = 4. Il suffit donc de montrer que (P, P1, P», P3)
est libre pour conclure que c’est une base.
Soient a, b, c,d € R tels que

aPo(X )+bP1(X)+cP2( )+ dP3(X) =0
=a(X —1)(X -2)(X —-3)+bX(X -1)(X —-2)+cX(X -2)(X -3)+dX(X -1)(X—-2)=
=V €R, a(zx —1)(z —2)(x —3) + bx(zx — 1)(z — 2) + cx(z — 2)(z — 3) + dw(z — 1)(z — 2) =
( (pour z =0), —6a=0
| (pourz=1), —2b=0
=1 thows=2) o0
(pour x =3), 6d=0

La famille (Py, Py, P3, P3) est libre.
Ainsi, puisque (P, P, P2, P3) est libre dans R3[X] et que Card(Py, P, Ps, P3) = 4 = dim(R3[X]), c’est donc
une base de R3[X].

Théoréme 30 Théoréme de la base incompléte
Soit E un espace de dimension finie n et soit (e_f, e_2>, cee e_;z) une famille libre de E.
Alors il existe des vecteurs €1, €xrd, ..., er tels que (e_1>, cee 6_73) soit une base de E.

13.2.6 Dimension des sous-espaces vectoriels

Théoréme 31
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit F' un sous-espace vectoriel de E.
Alors F' est un espace vectoriel de dimension finie également, et dim(F) < dim(F).

Proposition 32

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Si F C G, alors on a dim(F') < dim(G).
De plus, si F' C G et dim(F) = dim(G), on a F = G.

Définition 33
Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
e Un sous-espace vectoriel de E de dimension 1 est appelé une droite vectorielle de F
e Un sous-espace vectoriel de E de dimension 2 est appelé un plan vectoriel de FE.
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13.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Définition 34
Soit E un espace vectoriel et soient F', G deux sous-espaces vectoriels de E. On définit :

F+G={7+7Y, 7ZTeF ¥eG}

Alors F' + GG est encore un sous-espace vectoriel de FE.

Remarque :

Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie et si By, Bs sont respectivement des bases de F et G deux
sous-espaces vectoriels de F, alors
F + G = Vect(Bl,Bg)

Théoréme 35 Formule de Grassman
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E. Alors :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G)

Définition 36
On dit qu’une somme F' + G est directe si

VU eF+G, T, Y)eFxG/U="+7Y

autrement dit la décomposition d’un vecteur en somme d’éléments de F' et G est unique.

La somme directe est alors notée :
Fod

Proposition 37

Soit E un espace vectoriel et soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors les proportions sont
équivalentes :

(i) La somme F + G est directe.

(i) Vi e F+G, AT, Y)eFxG/U=T+7"

(i) FNG={0}

Définition 38

Soit E' un K-espace vectoriel. On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires
dans F si:
E=Fa&G

ou autrement dit

E:F+GetFﬂG:{OE}

Théoréme 39

Tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de dimension finie admet un supplémentaire




