CHAPITRE 11

Systémes linéaires

11.1 Vocabulaire

Définition 1
Une équation linéaire a p inconnues z1, s, ..., 7, est une équation du type

@y e Ay Ty —h
avec ap, as, - . ., ap, b des éléments de K (K =R ou C).

Un systéme linéaire de n équations linéaires & p inconnues est constitué de p équations du type
précédent. On le note habituellement de la facon suivante :

ar1 + a2 + - 4+ apr, = b
ao11 + agere + - + Q2ply = bg
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Autrement dit, on note a;; le coefficient de I'inconnue z; dans la i-iéme équation.

Remarques :

R1 - Résoudre un systéme de n équations a p inconnues revient a déterminer tous les p-uplets (1, z2,...,zp) €
KP? vérifiant simultanément les n équations du syséme.

R2 — Quand on donne les solutions d’un systéme, il est trés important de donner le n-uplet dans le "bon
ordre".
Par exemple, pour le systéme

20 -3y =1
r+2y=4

le couple (2,1) est solution, mais pas le couple (1,2). On a :

S = {(27 1)}
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Définition 2
Un systéme est incompatible s’il n’admet aucune solution.
Un systéme est appelé un systéme de Cramer s’il admet exactement une solution.

Exemples :

E1 — Le systéme d’équations :

z+2y=1
20 +4y =3
est un systéme incompatible.
E2 — Le systéme d’équations :
20 -3y =1
r+2y=4

n’admet qu'une solution : le couple (2,1). C’est donc un systéme de Cramer.
E3 — Il existe des systémes admettant une infinité de solutions. Par exemple :

20—y =2
—dx +2y =—4

Les deux équations sont proportionnelles, donc équivalentes. On peut seulement exprimer y en
fonction de z (ou le contraire) :
y=2zx—1

et donc
S={(z,2z 1), x € K}

Définition 3
Un systéme linéaire est triangulaire s’il est de la forme :

={ a1 + aiTy  + cee e e 4 Ty, = by
{' 992 + 000 000 000 + agpmp — b2
IL AppTn + - + UppTp = bn

Remarque :
La formule du systéme triangulaire dépend en fait des valeurs de p et n, mais dans tous les cas un systéme
triangulaire est un systéme facile & résoudre.

Exemples :

El1— Sin=np.

(2 — y + 3z = -5
59 + 2z = 8
-2z = 4
Il suffit de "remonter le systéme pour obtenir les valeurs des inconnues I'une aprés 'autre : z = —2,

donc by = 8 — 2z = 10, d’ou y = 2, puis 2z = -5+ y — 3z = —6, donc = —3. On obtient une
solution unique § = {(-3,5,-2)}.

Lorsqu’on a un systéme triangulaire carré (n = p), on aura la plupart du temps un systéme de
Cramer.
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E2 - Sin>p.
C’est encore plus simple puisque les derniéres équations ont un membre de gauche nul. Soit le
membre de droite y est également nul et on peut oublier ’équation, soit ce n’est pas le cas et le

systéme est incompatible, par exemple :

(22 — y + 32 = -5
' oy + 2 = 8
1 -2z = 4
L 0 =1

E3—- Sin<p
Le systéme triangulaire aura nécessairement une infinité de solutions qu’on va pouvoir exprimer en
fonction des derniéres inconnues en remontant le systéme comme dans les autres cas :

r — 2y + z = -2
y + 2z = 4

A T’aide de la deuxiéme équation, on obtient y =4 — 2z, puis x = -2+ 2y — 2 = 6 — 5z, soit

S={(6—-5z2,4-2z72), z€ K}

11.2 Résolution des systémes

11.2.1 Opérations élémentaires sur les lignes

Définition 4
Deux systémes linéaires sont équivalents s’ils ont les mémes solutions.

Définition 5
Les opérations élémentaires sur les lignes d’un systéme linéaire sont de trois types :

e on peut échanger des lignes i et j :
L, +— Lj

e on peut multiplier une ligne par un réel non nul :
L; «— al;, (a #0)
e on peut rajouter a une ligne autant de fois qu’on veut une autre ligne :

Li+— L;+bL;, (beK)

Remarque :
On combine souvent les deux derniers types d’opérations élémentaires pour faire des opérations du type

L; «— alL; —{—bLJ avec a # (

Proposition 6
Les opérations élémentaires sur les lignes transforment un systéme linéaire en un systéme équivalent
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11.2.2 Pivot de Gauss

Proposition 7
On peut toujours transformer un systéme linéaire quelconque en un systéme triangulaire en procédant
de la fagcon suivante :
e Si besoin, on échange la ligne L; avec une ligne L; sur laquelle le coefficient a;; est non nul.
o A ['aide de combinaisons du type L; <— alL; + bLy, on annule tous les coefficients a;; pour i > 2.
e On recommence ceci sur le sous-systéme formé des n — 1 derniéres lignes (et ne contenant donc plus
que p — 1 inconnues).

Exemple :
( + oy — 32 + 2 = 7
j . - 2y + z — t = =9
{ 2 — 3y — 2z + t = —4
— + 5z — 3t = -—11
([3z] + v - 32 + 2t = 7
j - Ty + 6z — 5t = -—34 Ly 3Ly — Ly
{ — 11y — t = -2 Ls < 3Ls — 2L,
| y + 122 — Tt = —26 Ly 3Ls+ Ly
.{ 3z + Y - 3z + 2t = 7
' + 6z — Bt = -34
i — 66z + 48t = 192 Ls < TLs — 11L,
L 90z — 54t = -—216 Ly < TL4 + Lo
(3z + y — 3z + 2t = 7
i - Ty + 6z - 5t = -34
{ +o48t = 192
L 756t = 3024 Ly < 66Ly + 90Ls

En remontant le systéme, on obtient ¢ = 4, puis —66z = 192 — 48t = 0, donc z = 0. Puis 7Ty = 34+ 6z — 5t = 14,
donc y =2, et enfin 3x =7 —y + 32 — 2t = —3, donc z = —1. Le systéme a donc une unique solution

S=1{(~1,2,0,4)}

Les calculs étaient fastidieux pour une solution assez simple ...
En fait, si on choisissait d’autres pivots, on aurait pu simplifier les calculs.

(32 + y — 3z + 2t = 7

j  — 2y + 2z — t = -9

{ 2 — 3y — 2z + = —4

L -z + 52 — 3t = -11

I{ r — 2y + z — t = -9 L& Lo

j 3¢ 4+ y — 3z + 2t = 7

{ 2r — 3y — 22 4+ t = -4

'L —x + 5z — 3t = -11

([z] — 2y + 2 — t = -9

' Ty — 62 + 5t = 34 Lo < Ly — 3L,
{ Yy = 4z + 3t = 14 L3%L3—2L1
L — 2y + 6z — 4t = -20 Ly Ly+ Ly
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I{ r — 2y + 2z — t = =9

i y — 4z + 3t = 14 Ly < L3

{ Ty — 6z + o5t = 34

L - 2y + 62 — 4 = —20

.{ x - 2y + 2z - t = -9

i — 4z + 3t = U4

{ 22z — 16t = —64 Ls < Ls—TLo

| - 2z + 2t = 8 Ly<+ Ly+ 2Ly

If r — 2y + z -t = -9

i y — 4z + 3t = U4

{ 22z — 16t = —64

L 6t = 24 Ly 1104+ L3
On retrouve évidemment la méme solution que tout a 1’heure.



