CHAPITRE 19

Intégrales impropres

19.1 Intégrales impropres

Définition 1
b
On appelle intégrale impropre toute intégrale du type / f(t)dt lorsque a,b € R{£oo} et si f est

a
continue sur |a, b[ mais peut-étre pas en a et/ou b.

Exemples :

1
E1 — L’intégrale / In(t)dt est impropre : la fonction In est continue sur ]0,1] : on a un probléme en 0.
0

2—

+oo
E2 — L’intégrale e ?!dt est impropre : la fonction ¢ — e>~* est continue sur |1,4oco] : on a un

1
probléme en +oo.

+o0 1
E3 — L’intégrale ﬁdt est impropre : la fonction ¢t — # est continue sur R : on a des problémes
—0oQ
en +oo et en —oo.

E |
E4 — L’intégrale / mdt est impropre : la fonction ¢t — est continue sur ]0,1[ : on a des
0 _

1
t(1—1t)
problémes en 0 et en 1.

Remarques :

b
R1— Lorsque f est continue sur le segment [a, b], I'intégrale / f(t)dt existe bien par définition, elle n’est
pas impropre. ¢

R2 — Lorsqu’une intégrale est impropre, rien ne nous assure de son existence. Dans les exemples ci-dessus,
les trois premiéres intégrales convergent bien (cf plus tard) mais la quatriéme n’est pas calculable.
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19.1.1 Intégration sur un intervalle [a,b] ou |a, b]

Définition 2

Soient a < b deux réels. Soit f une fonction continue par morceaux sur Uintervalle [a, b].
Si la fonction z — /x f(t)dt (ie. la primitive de f qui s’annule en a) admet une limite finie lorsque z tend
vers b—, on dit que :a

— Dintégrale de f sur [a,b] converge,

- Dl’intégrale bf(t)dt est convergente,

— f est intégrable sur [a, b,
et on pose

/ " t)dt = tim [* F(t)at

x—b a

Remarque :

b b
De la méme maniére, lorsque f est continue par morceaux sur |a, b], / f(t)dt = 1131 / f(t)dt lorsque cette
a T—=a Jr

limite existe

Exemples :

1

E1 — Quelle est la nature de l’intégrale / In(t)dt ?
0

La fonction ¢ +— In(t) est continue sur ]0, 1] : I'intégrale est impropre, on a un probléme en 0.
Pour tout x €]0,1], on a :

[Cl In(t)dt = [tln(t) - t} 1 =—1—zln(z)+=

Donc 1

lim [ In(t)dt = lil% (-1—zln(zx)+2z)=-1
T—

z—0 Jo

1
Donc l'intégrale / In(t)dt est convergente et
0
1
/mmﬁzq
0
1

1
E2 — Quelle est la nature de l’intégrale / {dt ?

0

1
La fonction ¢ — — est continue sur ]0, 1], I'intégrale est impropre, on a un probléme en 0.

Pour tout x €]0,1], on a :
11 1
/tﬁ:{m@}:—m@)

Donc 1

1

lim [ —dt = lim (—In(z)) = o0
z—0 Jo z—0

1

Donc l'intégrale /

1
;dt ne converge pas, on dit qu’elle est divergente.
0
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Proposition 3
Soit f une fonction continue sur |a,b| telle que f soit prolongeable par continuité en b (i.e. f admet

une limite finie en b~ ). Alors lUintégrale / f(t)dt converge. On dit que l'intégrale est alors faussement

impropre.

Exemple :

Ln(1
Quelle est la nature de l’intégrale / Mdt?

0

In(1+1¢)

La fonction f:t+— est continue sur ]0, 1], elle est impropre : on a un probléme a priori en 0.

Or, on sait que
In(1+¢
lim M
t—0 t

=1

donc on peut prolonger la fonction f par continuité en posant f(0) = 1.
Ainsi, il n’y a en fait pas de probléme car on a l'intégrale d’une fonction continue sur un segment.

Uln(1 + t)
[

Ainsi, I'intégrale dt est convergente.

19.1.2 Intégration sur un intervalle [a, +oo] ou | — 00, a]

Définition 4

Soit a € R. Soit f une fonction continue par morceaux sur Iintervalle [a, +o00].
Si la fonction z — /x f(t)dt (ie. la primitive de f qui s’annule en a) admet une limite finie lorsque z tend
vers 400, on dit quea:

— D’intégrale de f sur [a, +00| converge,

— Dl’intégrale o f(t)dt est convergente,

— [ est intégrable sur [a, +o0],
et on pose

/ T rwdt = tim [T p@)dt

T—400 Jq

Remarque :

On définit de la méme fagon 'intégrale / f(t)dt lorsqu’elle existe.

Exemples :

—+o00
E1 - Quelle est la nature de I’intégrale / e tdt?
0

La fonction f :t+— e~ est continue sur [0, +-00[, donc on a un probléme a priori seulement en +oc.

Pour tout z € [0, 400[, on a /

x X
e tdt = [ e_t] =1—e"
0 0

x
Donc : lim etdt = lim (1—e ™) =1.
r—+o00 Jq T—+00

+o0
Ainsi l'intégrale / e tdt est convergente et
0

—+00
/ e tdt =1
0
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+o0 1
E2 — Quelle est la nature de I’'intégrale / gdt?
1

1
La fonction f :t — n est continue sur [1, +oo[, donc on a un probléme a priori seulement en +oc.

T

r 1
Pour tout x € [1,4+00], on a : / Edt = [ln(t)] = In(x). Ainsi :
1 1

z]
lim —dt = lim In(z) =400

z—+00 J1 T T—+00

+o0 1
Donc l'intégrale / Edt est divergente.
1

19.1.3 Intégration sur un intervalle quelconque

Définition 5
Soient a,b € RU {£o00} et soit f une fonction continue par morceaux sur |a, b.

@ b
On pose ¢ €]a, b[. Si les intégrales / f(t)dt et / f(t)dt sont convergentes, alors on dit que :

b
— l’intégrale/ f(t)dt est convergente

— fest intégr;ble sur Ja, b

et on pose
b @ b
/ F(t)dt = / F(6)dt + / F(t)dt
Exemple :
. S
Quelle est la nature de l’intégrale /_Oo e dt?

La fonction f : ¢ — 5 dt est continue sur R, donc on a un probléme a priori en —oc et en +o0.

144

+o00 1
1. Montrons déja que l'intégrale / ——dt converge.
0 1+ t2

x

dt = [Arctan(t)} = Arctan(z) — %

xT

Pour tout x > 0, on a :/

0o 1+t2 0 z—+o00
too ] too ] T
Ainsi, I'intégrale / ——dt converge bien et on a de plus / dt = —.
0 14 ¢2 0 14 t2 2
0 1
2. Montrons ensuite que l'intégrale / ——dt converge.
oo 1 412
0 1 0 7r
Pour tout < 0, on a :/ ——dt = [Arctan(t)} = —Arctan(z) — — <——>.
z 1+ $2 . T——00 2
NP 0 1 . 0 1 T
Ainsi, U'intégrale / ——dt converge bien et on a de plus / ——dt = —.
oo 112 —oo 1+ 12 2

+oo
Finalement, par somme d’intégrales convergentes, I'intégrale / ﬁdt converge bien et on a :
—0o0

too ] d 0 1 p +oo ] d T T
oo 1422 /_001+t2 +A 112 5 Ty =T
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19.1.4 Intégration par parties, changement de variable

Remarques :

R1—

R3 —

On peut utiliser sur des segments uniquement les régles de calcul connues : intégration par parties,
changement de variable.

Par exemple, on n’utilise jamais de notation :

“+oo

L+wu%wv@mt—[u@w@) -jL+mUQW%ﬂm

a

Ceci n’a pas de sens, notamment le terme entre crochets : toujours avoir des fonctions C! sur un segment.

Pour un changement de variable, la fonction ¢ du changement de variable doit étre de classe C! sur
un segment. Si on a un probléme & cause d’une borne, il faut se placer sur un segment plus petit
puis faire tendre les bornes vers celles que 1’on souhaite avoir.

Exemples :

El —

E2 —

+oo
Montrer la convergence de / te~2dt et calculer cette intégrale.
0

~2t est continue sur [0, +oc[, on a donc un probléme uniquement en +oo.

La fonction t — te

X
Pour tout x > 0, calculons / te2tdt et pour cela, faisons une intégration par parties.
0

u(t) =t u(t)=1
V(t) = e 2 o(t) = —3e 2 -

Les fonctions u et v sont bien de classe C! sur le segment [0, z], donc on peut intégrer par parties :

On pose pour tout ¢ € [0, z],

z 1 v z 1 1 1 1 11 1
/ te”2dt = {— te_%} - / <—*€_2t> dt = ——ze " 4 - [ - 6_2t:| = W ge™®
0 2 |, o T2 2 2 2% |, T4 4 2

D’ou par somme de limites (par croissances comparées, on sait que liril re 2% = (), on obtient :
T—r+00

) T o . 1 1 o 1 o 1
lim (/ te dt) = lim (7 — —e — —ze ) = -
z—+o00 \ Jo z——+o00 \ 4 4 2 4

+o0 1
Ainsi, l'intégrale / te~2'dt converge bien et vaut 1
0

“+o0o
Par un changement de variable u = /z, calculer / e NV,
0
La fonction z — e 2V est continue sur [0, +00[ : on a donc a priori un probléme uniquement en
+00.
B
Posons A et B deux réels de |0, 4o00[, et calculons / eV,
A
La fonction ¢ définie par Vz € [A, B], ¢(z) = /7 est bien de classe C! sur le segment [A, B] et on a
va € [A,Bl.¢/(x) = 51
On a:

B B B ©(B) VB
/ eVedy = / 2/we 2V <1dx> = 2/ o(x)e 2P@) Y (1)da = 2/ ue 2du = 2/ ue”
A A 2\/x A ©(A) VA
+oo

et donc, puisqu’on a montré que l'intégrale / ue”2“du converge bien, on a :
0

B +oo 1 1
lim / eVody = 2/ we du=2x - ==
A—0 A 0 4 2

B—+4o00
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19.1.5 Propriétés sur les intégrales convergentes

Théoréme 6 Linéarité des intégrales convergentes
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I =|a,b| ou [a,b[ ou |a, b].

1. Si les mtégmles/ t)dt et/ t)dt convergent,

Alors pour tout A1, Ay € R, ["intégrale / (AL f(t) + Asg(t))dt converge et :

[ Ot + gt = 2 [ F(0)dt+ s [ gl

b b

b
2. SZ/ f(t)dt converge et si/ g(t)dt diverge, alors/ (f(t) + g(t))dt diverge.

a a

Remarque :

ATTENTION : on peut donc toujours "regrouper" deux intégrales convergentes, mais on ne peut pas
forcément "séparer" une intégrale convergente.

o0 1
Par exemple, on peut montrer que l'intégrale / mdt converge. De plus, on a :
1

+o0 1 +00
[T [ e
1 t(1+t) 1 t 1+t

+oo 1
Mais ON NE PEUT PAS séparer 'intégrale de la somme en somme des intégrales, en effet, les intégrales / ;dt
1

+oo ]
et / ——dt divergent : cela n’aurait aucun sens.
1

1+t
Théoréme 7 Positivité de l'intégrale convergente
Soit f une fonctwn continue et posztwe sur [a,b] (ou ]a,b] ou la,b]) avec a <b..

Si lintégrale / f(t)dt converge, alors / f(t)dt > 0.

Théoréme 8 Positivité de l'intégrale convergente
Soient f et g deuz fonctions continues sur [a,b] (ou ]a,b] ou ]a,b]) avec a <b..
St :
o Vt € [a,b] (ou]a b] ou |a, b) f(t) < g(t).
o les mtegmles/ t)dt et/ t)dt convergent
Alors
b b
/ F(t)dt < / g(t)dt
Remarque :
Il faut toujours bien s’assurer de la convergence des intégrales avant de "passer & l'intégrale" dans une
inégalité
Théoréme 9 Fonction continue positive d’intégrale nulle

Soit f une fonction continue et positive sur |a,b] (ou |a,b] ou |a,b]) avec a <b..

Si [lb f(t)dt =0, alors ¥Vt € [a,b] (ou ]a,b] ou]a,b]), f(t) =
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19.2 Critéres de convergence

19.2.1 Intégrales de référence

Théoréme 10 Intégrales de Riemann

/1 1 converge pour o < 1
0 to dwerge pour a > 1

| converge pour o > 1
/ Rl T
1t diverge pour a < 1

Démonstration :

11
e Pour a =1, on a déja vu que / Edt ne converge pas.
0

Pour a # 1. La fonction ¢ — o est continue sur ]0, 1]. On considére x €]0, 1[. Alors

11 [ 1 r 1 1
/ Sdt=| - - -
z 1@ (=Dt  (a—Dzot a-—1

Donc cette quantité admet une limite finie lorsque = — 0 si et seulement si & — 1 < 0, c’est-a-dire si o < 1.
+o0 1

Pour a =1, on a déja vu que / Edt ne converge pas.

1

Pour « # 1. La fonction ¢ — o est continue sur |0, 1]. On considére x > 1. Alors

w1dt_[_ 1 r_ 1 1
/115“ N (=11, a—-1 (a—1)zo!

Donc cette quantité admet une limite finie lorsque £ — +00 si et seulement si @ — 1 > 0, c’est-a-dire si
a> 1.

Théoréme 11 Intégrales d’exponentielle négative
Pour tout réel a, on a :

+00 ¢
/ e"“dt converge <= a >0
0

+oo " 1
et pour tout a >0, on a : / e dt = —
0 a

Démonstration :

Soit a un réel. La fonction ¢ — e~ est continue sur [0, +oo[ : probléme uniquement en +oo.

Si a = 0, la fonction est constante égale a 1 et I'intégrale diverge grossiérement.
Si a # 0, alors on a pour tout z > 0 :
|

z 1
/ e"Mdt = | — e_at] =———e€
0 a g a a

+00
Sia<0,ona lim e * =400 et I'intégrale / e~ dt diverge donc.
0

T—>—+00

+00 1
Sia>0,ona lim e % =0 et 'intégrale / e~ dt converge donc et vaut —.
T—-4-00 0 a
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19.2.2 Critéres de convergence pour les fonctions positives

Théoréme 12 Critére de comparaison pour les fonctions positives

Soient a < b, a € R et b € RU{+00}.
Soient f et g deuz fonctions continues et positives sur [a,b] telles que ¥Vt € [a,b], 0 < f(t) < g(1).

b b
° Si/ g(t)dt converge, alors/ f@)dt converge.

a
b

b
° Si/ f(t)dt diverge, alors/ g(t)dt diverge.

a

Exemple :

+oo 1
2

.

Quelle est la nature de l’intégrale A mdt

1
Prirl est continue sur [0, +oo[, donc on a un probléme a priori seulement en +oo.
Pour tout ¢ € [0, +o0[, on a

La fonction f:t+—

0< 1 <1
S R24t+1 2

400 1
Or, l'intégrale / t—2dt est une intégrale de Riemann qui converge, donc d’aprés les critéres de convergence
1

1 dt
—————dt converge.
t24+t+1

1 1
Par ailleurs, U'intégrale ———dt est convergente puisque la fonction t —» ——+——
s /0t2+t+1 versene P 2 rt+1

o

+
En conclusion, l'intégrale / -5 dt est une intégrale convergente.
o t*+t+1

+o00
sur les intégrales de fonctions positives, 'intégrale /
1

est continue sur [0, 1].

Théoréme 13 Critére de négligeabilité pour les fonctions positives

Soient a < b, a € R et b € RU{+00}.
Soient f et g deuz fonctions continues et positives sur [a,b] telles que f(t) = o(g(t)).
t—

b b
° Si/ g(t)dt converge, alors/ ft)dt converge.

a
b

b
° Si/ f(t)dt diverge, alors/ g(t)dt diverge.

a

Exemple :
“+oo

Quelle est la nature de l’intégrale / e dt?

0

. 42 - N .
La fonction t — e~%" est continue sur [0, +o0l, on a donc un probléme uniquement en +oo.
De plus, on a par croissances comparées :

1
e — 0 == e’ = o (—)
t—+00 t—4o00 \ $2
+o0 ]
Or, on sait que I'intégrale / o) converge (intégrale de Riemann), donc critére de négligeabilité des fonctions
1

—+00
positives, I'intégrale / et dt converge bien. Enfin, puisque t — e~t*dt est bien continue sur [0, 1], on a méme
1

+o0 2
—t
e~ " dt converge.

1
que 'intégrale / et dt qui converge bien également et par somme /
0 0
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Théoréme 14 Critére d’équivalence pour les fonctions positives

Soient a < b, a €R et b € RU{+00}.
Soient f et g deuzx fonctions continues et positives sur [a,b[ telles que

f@) ~ g()

t—b—

b b
Alors les intégrales / ft)dt et/ g(t)dt sont de méme nature.

Exemple :

‘oo 425t 47
Quelle est la nature de l’'intégrale [) SN j_t n 2)dt ?

2 —5t+7

(t+1)(42 — t + 2)
ne s’annule pas sur [0, +00[), donc on a un probléme a priori seulement en +oo.

Au voisinage de +o0, on a :

La fonction f : t — est continue sur [0, +-o00[ (c’est une fraction rationnelle et le dénominateur

2 —5t+7 12 1

(t+1)(482 — t +2) toto0 483 4t
+oo ]

Or, l'intégrale / —dt est une intégrale de Riemann qui diverge, donc d’aprés les critéres d’équivalence sur
1

2 —5t+7
t+1)(4t2 —t +2)

+00
les intégrales de fonctions positives, l'intégrale / ( dt diverge.
1

o ‘oo 2 5t 4+ 7 .y .
En conclusion, l'intégrale / dt est une intégrale divergente.

0 (t+1)(4t2 —t+2)
Remarque :

Les critéres de comparaison /négligabilité/équivalence peuvent permettre de s’assurer qu’une intégrale converge
bien et qu’elle a un sens, mais cela ne nous suffit pas pour éventuellement calculer la dite intégrale.

Si on nous demande de calculer une intégrale impropre, la seule méthode est de passer par les intégrales
partielles (poser un x € [a, b, calculer, puis faire tendre x vers b)
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19.2.3 Intégrales absolument convergentes

Définition 15
Soient a,b € RU {£o0} et soit f une fonction continue sur |a, b|.

b b
On dit que l'intégrale / f(t)dt est absolument convergente si I'intégrale / | f(t)] dt est convergente.

Théoréme 16 ACV = CV
b
St Uintégrale / f(t)dt est absolument convergente, Alors l'intégrale est convergente.

En cas de convergence absolue et si a < b, on a alors l'inégalité triangulaire :

[ rwa| < [ ol

Remarque :

b b
La réciproque est fausse! On peut avoir / f(t)dt qui converge et / |f(t)|dt qui diverge.
a a

Démonstration :

Redigeons la preuve dans le cas ou f est continue sur [a, b[.

Supposons que intégrale /b | f(t)| dt converge.
On a pour tout ¢ € [a,b], f(t) = (f(t) + |f(D)]) — |F(®)] = g(t) = [f(t)]  en posant g(t) = f(t) + |f(t)]-

Remarquons que pour tout ¢t € [a, b :

- si f(t) 20, alors g(t) = f(8) + ()] = [f(O)] + £ ()] = 2[f ()] =
— si f(t) <0, alors g(t) = f(t) + [f()| = f(t) = f(t) =0 > 0.
La fonction g est donc toujours positive et on a Vt € [a,b[, 0 < g(t) < 2|f(t)].

b

Puisque U'intégrale / 2|f(t)|dt converge, par critére de comparaison des fonctions positives, l'intégrale / g(t)dt
a a
converge également.

b
Enfin, puisque f(t) = g(t) — |f(t)| et que les intégrales / g

a

b
(t)dt et / | f(t)|dt convergent, par linéarité des
a

b
intégrales convergentes, on a bien que / f(t)dt converge.
a

Exemple :

Foo cos(t)

Montrons que l'intégrale /
1

os(t)
$2
n’est pas de signe constant : regardons donc son absolue convergence.
cos(t) ‘ 1
- 7 g —
t2 t2’

+oo 1
/ t—2dt converge (Riemann), on en déduit que l'intégrale /
1 1

dt converge.

¢
La fonction t — est continue sur [1, +o00[ : on a un probléme uniquement en +o0o. De plus, la fonction

Pour tout ¢ € [1, +o0],

donc par critére de comparaison des fonctions positives, sachant que

+oo | cos(t)

t2

‘ dt converge.

+oo cos( )

dt est donc absolument convergente, donc convergente.

L’intégrale /
1



