CHAPITRE 16

Développements Limités

16.1 Fonction négligeable devant une autre

16.1.1 Définitions

Définition 1
Soit 79 € R = RU {+00} et soient f et g deux fonctions définies au voisinage de .

On dit que f est négligeable devant g au voisinage de x s’il existe une fonction € définie au voisinage
de xq telle que, au voisinage de xg :

f(z) = g(x)e(x) avec e(z) — 0

Tr—rxQ

On note alors :

Remarques :

R1— Losque f(z) = o(g(x)), g(x) est prépondérant devant f(x) au voisinage de x.
T—rT0 g

R2 — Si g ne s’annule pas au voisinage de z¢ (sauf éventuellement en xg), alors :

R3 — On a finalement trois possibilités pour comparer deux fonctions f et g au voisinage d’un point xg :
e linégalité : f(z) < g(x)

e 'équivalence : f(z) o g(z)

e la négligeabilité : f(x) N o(g(a:))

—IQ
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Exemples :

E1 — Fonctions puissances :
sia<f, ¥ = o(xﬁ)
T—r+00

sia < g3, z’ =0 o(aco‘)

E2 — Puissances et Logarithmes :

Va,B >0, (In(z))”* e O(CL‘B>

Va, >0, (n)* = 0<xlﬂ>

E3 — Puissances et Exponentielles :

Vo, >0, z¢ e o(eﬁm)

Va,B >0, % = 0()
T——00 x

E4 — Logarithmes et Exponentielles :

Va,$ >0, (n(@)* = 0<eﬁx>

16.1.2 Propriétés

e |'addition
st filz) = olg(z)) et fole) = o(g(x)),

T—T0
la multiplication par un scalaire o # 0

i f(x) = o(kg(x)).

alors f(xz) = o(g(z))

si kf(x) = o(g(:p)), alors f(:p)x: o(g(x))

T—T0

la multiplication par une fonction.
Soit v une fonction qui ne s’annule pas au voisinage de xy. Alors :

alors u(z) f(z) = o(u(z)g(z))

si f(l’) v 0(9(£))> T—z0
, s o 4@ _ (@)
si f(z) e w0 (g( ))? 1 u(z) =—wo (u(x))
o le produit.
sifi(2) 5 o(0@) et hi(2) =5 olga@),  alors fi(@)fa(x) 5, olgi(z)ga(x))

la valeur absolue.
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e l'inverse.
Soit f une fonction qui ne s’annule pas au voisinage de zy. Alors :

si f(x) = o(g(:zc)), alors g(lx)gH:xOo<>

e changement de variable.

Soit ¢y € R et soit v une fonction définie au voisinage de t, avec tlir? u(t) = xo, 29 € R.
—to

si f(z) = o(g(x)), alors f(u(t)) = 0<g(u(t))>

t—to

e transitivité

Proposition 2 Lien entre équivalence et négligeabilité
Soit xo € R.
1.
f@) v gl@) = f(@) — g(z) = olg(a)) <> g(z) - f(z) = of(x))
2.
si g(@) = o(f(@), alors f(@) +g(@) . f(a)
3.
si f(x) e o(u(z)) et u(x) e v(x), alors f(x) e o(v(z))

16.2 Deéveloppements limités

16.2.1 Développement limité en 0

Définition 3

Soit f une fonction définie au voisinage de 0.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 s’il existe ag, a1, ...,a, € R
tels que au voisinage de 0 :

f(z) o %0 + a1z + agx® +aszd + - 4 az" + o(x")

T—>

autrement dit, f(z) s’écrit localement comme la somme de :

n

— une fonction polyndéme Z a,z®, appelé la partie réguliére du DL
k=0

— une fonction négligable devant x™ : o(z™), appelé le reste du DL

Exemple :

1
Soit f la fonction définie par Vo > 1, f(x) = T Cherchons le développement limité de cette fonction au
x

voisinage de 0.
1— anrl 1 xn+1
On sait que pour tout x au voisinage de O,on a : 1 4+ x + 22442 = 1 =1 -1 .
—x —x —x
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On peut donc écrire que, au voisinage de 0 :

xn+1

f(a?)=1+x+x2+~--+ar”+1_x
=1l+a+ai+- -+ + a2 (z) avec e(x) = T
1—2x z—0

=l4z+a2”+--+a" +o(z")

On a donc trouvé un développement limité de

au voisinage de 0.

Définition 4
Soit g € R. Si f est définie au voisinage de x(, on dit que f admet un développement limité
d’ordre n au voisinage de x s’il existe by, by, ...,b, € R tels que au voisinage de 0 :

f(z) = g:obk(x — 20)* + o((x — z0)")

Théoréme 5

Si f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de xo, alors la partie réguliere de ce déve-
loppement limité est unique.

16.2.2 Formule de Taylor-Young

Théoréme 6 Formule de Taylor-Young

Si f est une fonction de classe C*™' sur un intervalle I et si xg € I, alors f admet un développement
limité d’ordre n au voisinage de xg :

n

— f(k)(x0> . k _ n - — .
f(z) ot ,;)7/5! (x —x0)" + o((z — x0)") | <= | f(xo + h) ==, kz:;

f(k) (z0)

% h* + o(h™)

Remarque :

Le plus souvent, on utilise ce théoréme dans le cas particulier ot g = 0, ce qui donne :

" (n)

+ o(z™)

Proposition 7
Si [ possede un développement limité d’ordre n au voisinage de xq :

f(x) = ao+ ar(x — zo) + az(z — 20)> + - - - + o((z — z0)™)

Zo

Alors, on a nécessairement lim f(x) = ay.
T—T0

De plus, au voisinage de xo, f est équivalente au premier terme non nul de son développement limité :
c’est-a-dire que si p est tel que pour tout 0 < k< p—1, ap, =0 et a, # 0, alors, on a au voisinage de xg :

F@) e aplz = zo)?
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16.2.3 DL usuels

Théoréme 8 DL usuels AU VOISINAGE DE (
Les DL usuels suivants existent d’apres le Théoreme de Taylor-Young. Il faut les apprendre par coeur.
s r? 2 " "
: =l+z+22+2*+2*+.. - + 2" + o(z")
—x
=1 2 .3 4 . —1\g" n
T2 T4zt —x"+x + (=1)"z" 4 o(z")
1'2 ZL‘3 ( 1)n71xn
In(1 —rp— 4. n
n(l+z) ==z 2+3+ + - + o(z")
1:2 $3 n
n(l—z) = —p — = — 2 _ ... _ = n
n(l —x) T-5 — 3 - + o(z")
-1 -1 — 1
(1+x)"‘:1+oza:—|—a(a2' )x2+--~+a(a ) '(a n )x”+0(x")
! n!
1/1 1/1 1
5, alg=1 5 (3-1) - (G-n+)
\/1+I:1+§+TZ‘2+"'+ o z" + o(z")
2 ot o o
cos(x)zl—a—i—ﬂjt-- +(-1) @) + o(z™")
' 3 z° gt i1
sin(e) =@ — g+ g+ U g gy o)
Remarque :
Les DL indispensables sont ceux de e”, 1 et In(1 + z), dont on se sert trés réguliérement en exercice.
— X

1
e Pour le DL de 1

0

les signes + — + — + — + — ...
e Pour sin(z)
rajoute les signes + — 4+ — 4+ —+ — ...

, on écrit déja celui de
x

e Pour le DL de In(1 + ), si on connait déja celui de 1

— X

Il faut savoir retrouver rapidement les autres par des moyens mémotechniques.

et on remplace les x par (—z)

e Pour /1 + z, on écrit la formule pour (1 + z)* pour a =

, il suffit de prendre la primitive qui s’annule en
x

N =

e Pour cos(x) : on écrit le DL de e, on ne garde que les puissances paires (car cos est paire) et on rajoute

: on écrit le DL de e®, on ne garde que les puissances impaires (car sin est impaire) et on
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16.2.4 Opérations sur les DL

Proposition 9

Soient f,g: I — R admettant chacune un développement limité d’ordre n au voisinage de O :
=Y az” + o(z") et g(x) = bpz" +o(z”

1. Alors f + g admet le développement limité d’ordre n au voisinage de 0 suivant :

n

(f +9)(@) = (ak + bp)z" + o(z")

k=0

2. Alors fg admet un developpement lzmzte d’ordre n au voisinage de 0 que l’on obtient en faisant le

produit des polynémes Z arz® et Z bzt et en ne gardant que les termes de degré inférieur ou égal

k=0 k=0
an.

Exemple :

X
Calculer le développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 de

x
x
e _ oty 1
1+ 1+=x
2
T
= (1+$+2+0(x2)> (1—:U—|—a:2—|—o(a:2))
22
:1—x+x2+m—m2+?+o($2)

2
:1+%+0(x2)

Proposition 10

Soit f I — J une fonction admettant un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 et
telle que liH(l) flx)=0:
z—

z) = > apz” +o(z”
=
P(z)

Soit g : J — R une fonction admettant un développement limité d’ordre n au voisinage de 0 :

z) =Y bpa” +o(z"
=0
Q(x)

Alors go f admet un développement limité d’ordre n que [’on obtient effectuant Qo P et en ne gardant que
les termes de dégré inférieur ou égal a n.
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Exemple :

Déterminer le développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 de eV®*1,

T 1 1
eVl — exp (1 + 2%~ §x2 + o(x2)>
1 1
= e X exp (533 - ng + o(:n2)>

=ex <1 + <%l‘ — é$2 + 0(302)) + % <%az - éxz + 0(3:2))2 + 0(x2)>
= (14 3ot ol?)

=e+ §m+0(x2)

Proposition 11
Lorsqu’on veut faire le développement limité d’un quotient, on se sert d’une composée avec le dévelop-
1

pement limité de ou .
1+ l—=z
Exemples :
E1 — Déterminer le développement limité d’ordre 2 au voisinage de 0 de ———.
1+In(1+2)
1 B 1
1+In(l+z) x?

1+x—?+0(:c2)
22 x? 2
=1- <x— 2+0(x2)> + <x—2+0($2)> + o(x?)
1
:1—x+§x2+x2+0(:c2)
3
:1—374—53324-0(372)

E2 — Déterminer le développement limité d’ordre 3 au voisinage de 0 de

L+VI+a
1 B 1
1+V1+x r? 28 3
1+14+-——+ —
+ —|—2 8+16+0(a:)
- 1
r 2?23
g L _ T T 3
t3 8+16+0(:c)
_1>< 1
T2 z  2?  2? 3
Z—TG—Fﬁ-‘rO(w)
1 1 T x2+x3 n T 3:2+x3 2 x $2+$3 s +o(z?)
=—|1-|-=—=+5 ———+ = ==+ = o(x
2 4 16 32 4 16 32 4 16 32
1 r 2% 5
— (-t 2.3 3
2( 1778 64$>+0(x)
1 x 2P 5 3 3
=373 16 12t T
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16.2.5 Comportement local et DL

Proposition 12
Si f admet un développement limité d’ordre 1 au voisinage de xg,

f(@) = a+b(x = z) + o((x — o))

alors f est dérivable en xy et a = f(xg) et b = f'(x).

Dans ce cas, U'équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse xy est donc le
terme y = a + b(x — xo) et pour connaitre la position de la courbe par rapport & la tangente, il suffit de
regarder le signe du terme suivant du développement limité.

Exemple :
1
Calculons le développement limité d’ordre 3 en 0 de la fonction f définie par f(x) = Tr e
e
r 1
1+er 2 23
I+1+a4+ 4+ —+o(z”)
2 6
1
= 2 3
2—1—:6—%—?—1-64-0(953)
1 1
9 2 3
T x
1ot T 3
+2—|- 1 +12+O(33)
1 1 ZL‘+£L'2+SL'3 n :E+3:2+:U3 x x2+33 +o(z?)
=—[(1—-{=+—+—= -4+ —4—=) -+ —+ = o(x
2 2 4 12 2 4 12 2 4 12
1 x 23 3
5 - Z + Zg +O(CL‘ )
— ~~
eq. de la tangente  donne position de la tangente
, . ) . 1 =z
Donc la courbe représentative de f admet en 0 une tangente d’équation y = 5 1
1 X "173 3 . . .- N
De plus, on a f(x) — <§ — Z) = + o(z”), donc au voisinage de 0, la position de la courbe par rapport a
la tangente est donnée par le signe de i—
Pour z < 0, la courbe est en-dessous de la tangente, et pour x > 0, la courbe est au-dessus de la tangente.



