Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

Déterminer les développements limités d’ordre 2 des fonctions suivantes au voisinage de O :

xT

1 f(x)zli ‘ 5. f(x)=In(1+z+V1+2x)
5
_ 1/x
s ) 7 5@ =(+a)
4. f(x) =e" 8 fle)=vV1++V1+2
1 .T2 2
1. f(z) =¢€" x =142+ +0@?) ) (1-—z+22+0=?) =14+ =+ o(z?)
1+ 2 ( )
2.
_ In(l+2z2) = %2 + 2+ o(x?)
f($) Sm(x) T — 9%3 + 0(1‘3)
—(1-24+% 1 o@? !
_<1 2+3+( )>X —%—I—o(m?)
r  x? x? x 2
= (1—2—1—3—1—0(962)) <1—|—6+0(x2)) =|1-5+ %5 +o?)
3. f(z) = g7=1 _ o(z=1)In(3) _ éexln(fi) — % <1 + (zIn3) + (z h21 3)2 +0(:C2)>
2
|1 ln§3)$+ (11163) 2% + o(z?)
4.

2
’ <"”+ﬁ)
2 2 2 2 2 2
=e 1+<m+ )+ +o(@®) | =e(l+z+2° +o(z%) =|e+ex+ex” + o(z”)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

5.
flx)=In(1+2z+V1+2)
=1In (1 +x+ <1+ %x— ;m2+0(902)>>
=1In (2+?’2‘T—a§+o(x2)>
=In(2) +1In <1 + %:” - f; + 0(:1:2))
2
i+ (22 - ( ;fﬁ) +ofa?)
—ln(2)+%c— 3162 - S?,;[”22«)(3:2)
STCRE
6.
f(@)=(1+2)" =exp(zIn(l +2)) = exp (z (z + 0(2))) = exp (z? + o(z?)) =|1 + 2° + o(2?)
7.

flw) = (1+2)"* = exp (;ln(l +9:)> = exp (i (x - m; + 3;)3 +o(:c3))> = exp <1 - g + Jgj +0(m2))

2
2
2 2 — +L>
- %40 — o |14 (F L <73
exe 2"3 e —|—< 2+ 3 + 5

(V]

+ o(z?)

2 2 11
=6<1—§+g+g+0($2)> = e—gaz—l—Q—fa:Z—ko(a:z)

:\/2+§—9682+0(x2)
:\/§X\/1+i—f;+o(x2)
(46245 )
Z\@<1+§—§—§3+0($2)>

:\@—i-\f 51\2/8§2+ (z?)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

@ Déterminer les développements limités d’ordre 3 des fonctions suivantes au voisinage de 0 :
1 f(x)—ln(ii) 6. f@):%@;@
2. f(z) = 1‘f:x 7. §(z) = \/T+ 3cos(dz)
3. flz)=(1+2a)" 8. f(z) =In(2 + sin(2z)).
4. f(z) = e(22) 9. f(z) = V3+V1+8a2
5. f(z) =e!*® 10. f(x) = Arctan(e?® —1).

L. f(z) =In(1+x)—In(l—2) = (ac - Jj - azj + o(x3)> — (—x B + 0(x3)> =22+ -2 +o(2?)|.

a? a4’ 3 2 3 3 a? a2’ 3
2. f(x):e””x1+x: 1+x+?—|—€+o(x) (1—z+a2° -2’ +o0(2’)) =14+ % — = +o(z”)

3. f(z) = (14z)* =exp(xIn(l + x)) = exp (:L'2 - % + 0(1‘3)) = 1—|—(:L’2 - %)+0(:L‘3) I o(z?)

(22)2

4. f(x) = () = =5 to(@?) = ¢ x g=207F0(@®) = ¢ (14 (—222) 4+ o(z3)) = | e — 2e2”® + o(2?)

5. f(a:):eH”C:exex:e(1+:n—|—%2+%3+o(a?3)): e+ex+ga:2+gm3+o(m3)

2 6

6.

(1 + )

flw) = cos(x)
@ (:c — % + 0(x2)>
12 o(a)
3 1

= (1‘2 ) + 0(333)> X m

= (acz - 3;3 + 0(903)) (1 + 3;2 + 0(:(}3))

=22 — %xg + o(z?)
7.

_ — _ (d2)? 3
f(z) =+/14+3cos(dz) =4/1+3 (1 5 + o(z3)

= /4 — 2422 + o(z3)
=2y/1 — 622 + o(z3)

=2 <1 + % (—62%) + 0(:53))

=2 — 62% 4 o(z?)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

f(z) =In(2 + sin(2x))

~tn (24 20) - B0 4 o)

4
=In (2 + 2z — §x3 + 0(3:3))

=1n(2) + In <1 T gxs n 0(x3)>

_ 243)? z— 248)°
—1n(2)+<x—§x3>_(x 233) +( ??3) +0(x3)

2 2 3
:ln(2)+x—§x3—%+%+o(a§3)

2 23

= 1n(2)+x—?—§+0(x3)

Fa) = 3+ VIt8a
= \/3 + <1 + %(8m2) + o(m?’))

= /4 + 422 + o(23)
=2y/1+4 22 4 o(z3)

1
=2 (1 + 51‘2 + 0(1‘3)) =2+ 22 + o(z®)

2¢2% 2¢2T

10. O i i : / = = .
n aici: f'(x) 11 (2 —1)°  2-2e% et

On a donc :

2 (14 (22) + 2 4 o(2?)
f'() ( : )

2—2<L+@m+i%ﬁ+o@%>+<1+@@+fﬁy+o@%)
2 + 4x + 422 + o(2?)
1+ 422 + o(x?)
= (24 4z + 422 + o(2?)) (1 — 422 + o(x?))
=2+ 4x — 42® + o(x?)

Donc en primitivant :

2’ x’ 3 2 4 3 3
f(x):f(0)+2$+4?—4§+0(96 ) =2z + 2z -3 + o)
2020-2021 Lycée du Parc

4/15



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

Calculer les limites suivantes:

1\* \/ —1-
1. lim (14— 4 Qi YAFT o122
z—+00 3 a—0 1 —cos(x)
2 1 T _ =T __
2. lim m—. 5. lim w.
rz—1 ln(:c) z—0 :[,‘2
_ ./ In(1 1—e*
3. lim & V1+2 21+2x. 6. lim 212 +1-¢"
250 P z—0 sin(z) — x

1
1. En posant x = 7 on a:

(1 + i)x — (1 +W)Y* = exp <111 In(1 + h)> — exp <}1L(h + o(h))) = exp (1 +0(1)) —

2. En posant h=2 — 1, on a :

-1 (1+h)?-1 hR2+2R 2+h
Im(z)  In(l+h) _h+o(h)_1+o(1)f:6
3.
(1+e+ D voe) - (1430 - @07 +olD) o,
e —1+4+2x 2 2 8 ozt +o(x?)
z2 N x2 N x2 = 1+o(1) 70
4,
1+§_£2_|_ (2) —1 E -
Vidz-1-% 2 g oW 2 _—%to®)  —g+ol)  —f [ 1
=2 T T =77
]‘_COS(:E) 1 <1_2+0(.'1:2)> ) +0<$2) §+O 1) z—0 5 4
5. E 2 E 2
1 = —(1-—z+= -2
ez—e_z—Q:v_< +x+2+0(m)> ( a:+2+o(x)> x_0($2)_>@
x2 N x2 22 20
6.
(x+o(x))+1-— 1+:z:+x—2+o(x2)
eln(la)+1-er T 2 _ —z4o(@)  —l1+o0(1) — [+o0]
sin(x) R (ZE _ .’E63 + 0(.%'3)> — *%3 + 0(553) *% + O($2) z—0

2020-2021 Lycée du Parc 5/15



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

In(1 + z?%) S0
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = 42 :
1 siz=0

1. Rappeler le DL d’ordre 2 de In(1 4 u) au voisinage de 0.

2. Démontrer que f est continue et dérivable en 0, et préciser f'(0).

2
1. Lorsque u est au voisinage de 0, In(1 + u) = u — % + o(u?).

2. On a donc pour tout x au voisinage de 0, (z # 0),

2 2 2t 4 2
f(x):ln(lx—;—x):x 2xj0(x):1—x+o(x2)

Ainsi, liH(l) f(z) =1= f(0), donc f est bien continue en 0.
T—r

De plus, f admet alors un DL d’ordre 1 en 0 qui est :
flx)=140x x4+ o(z)

donc f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

sit>0

Soit f la fonction définie sur [0, +oof par : f(t) = 1—e™* .
1 sit=0
1. Démontrer que f est continue sur [0, +oo].
2. Démontrer que f est dérivable sur [0, +oo| et déterminer f’(¢) pour tout ¢ € [0, +oo].

3. Démontrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ vers [1, +oo.

1. f est continue sur ]0,4o00[ (quotient de fonctions continues sur ]0, +o00[, le dénominateur ne s’annulant
pas), et on a, au voisinage de 0 :

t t t 1

e ? 1-(—ito@) 1700 1xom ime =70

donc f est bien continue en 0.

2. f est dérivable sur |0, +oo[ (quotient de fonctions dérivables, le dénominateur ne s’annulant pas), et on

a
g Wl—e ) —tle!) 1—et—te
vt >0, f(t) = (1— 1)  (1—et)?

La fonction f est-elle dérivable en 07 On a au voisinage de 0 :

t t 1 t
=14+ =+o0(t)

ft) = = = (Lt G o) 1-htom 2

1
donc f admet un DL d’ordre 1 en 0, donc f est bien dérivable et f/(0) = 7

1—et—tet

3. Pour tout t > 0, f'(t) = (I—e 1)

Notons pour tout t > 0, p(t) =1 —e™t —te™t.

La fonction ¢ est dérivable et on a : Vt > 0,¢/(t) = e~ — (e7! —te™!) = te .

Ainsi, Vt > 0,¢/(t) > 0, donc ¢ est strictement croissante sur [0, +oo[. Or, p(0) = 0, donc ¢ est
strictement positive sur |0, +oo].

Finalement :

Vz >0, f'(x) >0

La fonction f est donc continue sur [0, +oo[ et strictement croissante sur [0, +ool, elle réalise donc une
bijection de [0, +oo[ vers f([0, +o00[) = [f(O),Em fl=1[1, +ool.
o0
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

[6]

Soit f la fonction définie sur [0, +oo] par : f(z) = { X .

142

x

siz >0
siz=0

1. Démontrer que f est continue en 0, et étudier la dérivabilité en 0.
2. Démontrer que pour tout x > 0, In(z) < z + 1. En déduire les variations de f.
3. Déterminer la limite de f en +oo, puis un équivalent de f(z) —x en +oc.
4. Démontrer que f admet un développement limité en 1 d’ordre 2 et le déterminer.
141 1 . 1
1. Pourx >0,ona: f(x) =2 "= =exp|( (14+ —|In(z) ) Ona lim |1+ — )In(x) = —o0, donc
x z—07F x
. L w
lim f(z) = lm_e" = 0= f(0)
La fonction f est bien continue en 0.
— f(0 1
H)=1O0) 1) _ e _ o (M)
z—0 x T z—0F
Donc f est bien dérivable en 0 et f/(0) = 0.
2. Notons pour tout = > 0, g(z) = In(z) —x — 1.
La fonction g est dérivable sur ]0, +oo[ et Va > 0,¢/(z) =1 — 1= 1=2,
La fonction g est croissante sur |0, 1] et décroissante sur [1, +ool, elle admet donc un maximum en 1, qui
vaut g(1) = —2.
La fonction g est donc toujours négative, donc :
Ve >0, In(z) <z+1
La fonction f est dérivable sur ]0, +oo[ par composition, et on a :
1
Vo >0, f(x)=exp ((1 + > 1n(a:)>
x
donc :
1 1\1 1 1+ 2 —In(x) 1
2) = (-1 14+- )= 14+ =1 =T a0
)= (~ )+ (14 1) Do (14 1)) ) = ISR
La fonction f est donc croissante sur [0, +o00].
3. |
n(zx
f(x) = exp <1n(:n) + ; )>
Or, par croissances comparées, @ — 0, donc | f(z) — +o0o|.
r——+00 T—r—+00
1
f(x)—wle‘*'% —x:x(x1/$—1> ::p<exp<n(m)> —1)
x
Or, lorsque u — 0, e* =1 + u + o(u), donc :
([ In(x) In(z)\)
flz)—z==x <x +o <x = In(z) + o(In(x)) et In(x)
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

4. La fonction f est de classe C* sur ]0, +o00[, donc en particulier en 1 elle admet bien un DL d’ordre 2.
Notons z =1+ h, on a alors :

2020-2021

f(z)

FL+R)=(1+h)"FTEm :exp<(1+

exp <(1 + (1 —h+ k%4 o(h?)) <h -

exp (2h — 2h? + o(h2))
1+ (2h —20%) +
14 2h + o(h?)

2

14+2(x—1)+o((z —1)?)

Lycée du Parc

(2h — 2h?)?

+ o(h?)

2

1ih)mu+h0

hj + 0(h2))>
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par :

et —

1 .
vz €R, f(z)= ln( ) siz#0
0 siz=0

Montrer que f est bien définie et continue sur R.
Déterminer le développement limité d’ordre 2 de f en 0.
Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f/(0).

Montrer que f est de classe C! sur R et préciser f'(z) pour tout réel x.

& W=

Etudier les variations de f et ses limites et tracer son tableau de variations complet.

1. Pour tout x # 0,
ef—1>0<=e">1<= x>0

Ainsi, e* — 1 et x sont toujours du méme signe, donc :

ef —1

Yz #£ 0, >0

Ainsi, pour tout réel z, f(z) existe bien : f est bien définie sur R.

Sur R*, f est continue en tant que composée de quotient de fonctions continues.
De plus, au voisinage de 0, on a :

f(@) = In <e; 1) —n ((H”O(”’“)) - 1) —n (W) — In(1 4+ o(1)) —s In(1) = 0 = £(0)

T z—0

Ainsi, f est bien continue en 0 également.

2. Pour x au voisinage de 0,

2
1
feE b
_$+$2+(2)
T2 Ty TOW

3. f admettant un DL d’ordre 2 en 0, elle en admet en particulier un d’ordre 1 qui est :

X

f(z) = 5"‘0(95)

1
Ainsi, f est donc dérivable en 0 et f/(0) = 5
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

4. La fonction f est dérivable sur R* en tant que composée de fonctions dérivables, et on a :

(e — (e* — 1)1
0, o) - g =

T

La fonction f’ est donc continue sur R*. Montrons que f’ est également continue en 0 (sachant que

f(0) =1/2).
, _xex—e$—|—1_33(1+a?+0(a:))—(1+x+ﬁ+0($2))+1_“ﬁ—i—o(azz)_l%-o(l) 1,
f) = (et —1) ;U(1+x—|—0(a:)—21) _;2+0(x2)_i+0(1)§)§_f(0)

La fonction f’ est donc bien continue aussi en 0. La fonction f est de classe C! sur R.
re’ —e* +1
x(e® —1)
On sait que Vx # 0,z(e” — 1) > 0 (car x et €” — 1 sont toujours du méme signe).
Notons pour tout x € R, p(z) = ze® — e + 1.
La fonction ¢ est dérivable et on a : Vo € R, ¢/(z) = e* + xe” — e* = ze®.
La fonction ¢ est donc décroissante sur | — 00, 0] et croissante sur [0, +o00[, admettant donc un minimum
en 0. Or, ¢(0) = 0, donc ¢ est toujours positive :

5. On a vu que : Vo # 0, f'(z) =

Ve #0, ze® — e +12>0

Ainsi, pour tout z € R, f/(z) > 0 (méme en 0), donc f est croissante sur R.

Pour ses limites, on a :

e’ —1 e’
~ — — 400 (croissances comparées)
x€X r—+o0 I x—+0o0

donc par composition, | lim f(x) =400

T—r—+00
De plus,
et —1 -1
~ — — 0
x T——00 I T——00
donc par composition, | lim f(x) = —oo]|.
r—r—00

On en déduit le tableau de variations de f.

T —00 +00
/(@) +
+o00
f(z) /
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R par :

flz) = x%m(i) siz#0

0 sinon

1. Montrer que f est dérivable sur R et calculer f’(x) pour tout réel z.

2. Montrer que f’ n’est pas dérivable en 0. Montrer que f admet cependant un DL d’ordre 2 en 0.

1. La fonction f est dérivable sur R* par produit de composées de fonctions dérivables, et on a :

Yz #0, f'(z) = 32%sin (;) + 23 x (—;) cos (i) = 322 sin (i) — T cos <:1U>

Pour la dérivabilité en 0, on a :

vw¢af@0—fm)_f@)_m%m<1>_%0

Donc f est bien dérivable en 0 et on a f'(0) = 0.
1 1
2 (LY _ (1 »
VreR, f(z) = 32~ sin (1‘) X cos <$) sixz#0
0 siz=0

2. Regardons si f’ est dérivable en 0.

vopo L@ PO f@) <1> L (1)

z—0 T T T

. . o 1\ (1 ’ 5 imi
mais, ili% 3z sin (5) =0 et cos (E) n’admet pas de limite en 0.
f'(@) = f'(0)

0 n’admet pas de limite en 0, la fonction f’ n’est donc pas dérivable en 0.
T —

Donc
Cependant, f admet un DL d’ordre 2 en 0 qui est évident :

() = 2% sin (;) — 22 x zsin CC) — o(2?)
N

—0

donc f admet bien un DL d’ordre 2 qui est :

f(z) =0+ 0z + 022 + o(x?)

2020-2021 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

@ Soit f la fonction définie par :

2w_x2
Vz e R\ {2}, f(z) = —

1. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 2, et étudier la dérivabilité de ce prolongement
en 2.

2. Déterminer la position du graphe de f par rapport a la tangente au point d’abscisse 2.

1. Etudions la limite de fen 2. Posons pourcelaz =2+ h<=h=2—2.0Ona:
22th _ (24 h)2  4ehm?) — 4 — 4h — 2
flay= 2 @A
(2+h)—2 h
4 (14 hin(2) + LIRS - IR 4 o(53)) — 4 — 4 - 2
h
n3
4(In(2) — 1h + (2In2(2) — 1)h% 4+ 2@ p3 4 o(13)
h
21n3(2
=4(In(2) — 1) + (2In?(2) — 1)h + ng(>h2 + o(h?)
21n3(2)
3

= 4(In(2) — 1) + (2In%(2) = 1)(z — 2) + (x —2)* + o((x — 2)?)

Ainsi :
lim f(z) =4(In2 —1)

r—2

donc f est bien prolongeable par continuité en 2 en posant f(2) =4(In2 —1).
De plus, la fonction f (prolongée) admettant alors un DL d’ordre 1, elle est dérivable en 2, et

f'(2) = 2In%(2) — 1.

2. L’équation de la tangente en 2 est :
y=4(n(2) — 1) + (2In?(2) — 1)(z — 2)
et on a vu dans la question 1 que :

21n3(2) (- 27 +o((z — 2)?) ~ 21n3(2)

2
- >
-~ 3 (=220

f(2) = (4(In(2) - 1) + (2I0*(2) — 1)(z - 2)) =

Ainsi, Cy est située (au voisinage de 2) au-dessus de sa tangente au point d’abscisse 2.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

xle™®

T est prolongeable en une fonction de classe C! sur R.

Montrer que la fonction définie par f(z) =

La fonction f est définie sur R*, et est clairement de classe C! sur R* par quotient de fonctions de classe C!, le
dénominateur ne s’annulant pas.
De plus, au voisinage de 0 :

r?e™?
fle)=1— =
I2€_I
1= (14 20+ G2 o)
z2e "
o — 22 + o(x?)
2 "1zt
= g(l—x+0(ac))(1+x+0($))
= 2 (1+0(1))
=3 + o(x)

Ainsi, f(z) —6 0, donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 0.
T—

1
De plus, notre fonction f (prolongée) admettant un DL d’ordre 1 en 0, elle est dérivable en 0 et f/(0) = 7

Vérifions que f’ est continue sur R maintenant.
Pour tout x # 0,

(2ze " — 2% %) (1 — e 2%) — 2%~ %(2e727)

fl(x) = = e—%)2
_ (1_:% (22 — e %) — 2%
_ m (22 — 2%) (22 + o(x)) — 22(1 + o(1)))
m (42” + o(2®) — 227 + o(a”))
_ m (222 + o(a?))
- MQ +o(1))
=FREREC

Ainsi, la fonction f’ est bien continue en 0, donc f est de classe C' sur R.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

Soit f la fonction définie sur R\ {1} par :

xvVr? + 1

r—1

fz) =

1. Donner le DL d’ordre 2 de f en 0. En déduire I'équation de la tangente a C; en 0 et leurs positions
relatives au voisinage de 0.

3 1
2. Montrer qu’au voisinage de +00, on a f(z) =z + 1+ o +o0 (—)
T x

En déduire que f admet une asymptote et préciser la position de Cy par rapport a cette asymptote.

1. Au voisinage de 0, on a :

\/1+x21_3j
(1+ ~2? 4oz )) (1+z+ 2+ o(z?))

= (—z+0(z?)) (1 + 2 + 2* + o(z?))

=|—z — 2% + o(z?)

La tangente au point d’abscisse 0 a donc pour équation :

Yy==-
etona: f(z) — (—2) = —22 + o(2?) ~ —z2, donc la courbe représentative de f est située en-dessous
T—
de cette tangente (au moins au voisinage de 0).
1
2. Lorsque x — 400, notons h = —, on a :
x
1 /1 h
= \l3s Ty
a1
=T

%\/1 + h? x

1

= <1+ h2+0 h2)> (L4 h+ h*+ o(h?))

1 2 4 (B2

=7 1+h+ h +o(h*)

1
3 1 1

=r+1+ () —|—0<>

2 \z T

On a donc que :

(f(fv)—(w+1))=;;+o<1> 0

€T Tr—+00

Ainsi, f admet pour asymptote en +oo la droite d’équation y = x + 1.
De plus, f(z)—(z+1) ~ % > 0, donc Cy est située (au voisinage de +00) au-dessus de son asymptote.
T—r+00
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