Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

Déterminer si les séries suivantes sont convergentes et si oui, calculer leur somme :

+1 2
1. i 4. .
;2 (n—1) ; 1n< - > ;(2n+1)(2n+3)
; In(n)In(n + 1)
1 n>2 n—i—l
2.y In(1+4- In

1. Pour N > 2, ona:

al (1 1y, 1 .
; (n—1) Z(n—ln) 7NN*>‘+)OO

n=2
00 1
La série Z converge et on a : Z — =1
71>2 n=2 ’fl - 1)

2. Pour N>1,0na:

Z In (1 + ) nz:l (In(n+1) —In(n)) =In(N + 1) — In(1) N:)QQ +00

1
Adnsi - 1y .
insi, la série Z In (1 + n) diverge
n>1
3. Pour N >2,on a:

v In <ni 1) Yo 1 1 1 1
2 n(n)In(n+1) 2 (m(n) T In(n+ 1)) T @) (N F1) Note In(2)

na1 n+1
In +oo In 1
n n
La Serle Z m converge et on a : Z ln( ) ln(n n 1) 1n(2) .

n=2

4. PourN/O,ona:

N 2 N 1 1 1
— - —1— 1
;(2n+1)(2n+3) 7;(271—&-1 2n+3> 2N 4+ 3 N+

“+o0
2 2
L t ——— = 1.
a série ;0 T 1)(2n T 3) converge et on a : nz:o 2+ )(2’/7, T 3)

5. Pour N >1,0ona:

Ejj: ( ”RTQ ) :Z( (In(n +1) ln(n))+(ln(n+1)—ln(n+2))>

=(In(N+1)—1In(1)) + (In(2) — In(N 4+ 2)) =In(2) — In (1 + N:—l) Nod e In(2)

= (n+ 1)
La série Z In ( Nt 2 ) converge et on a : nz::lln <n(n+2)> = In(2).

n=1
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Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

Hypokhagne B/L
. Montrer que les séries suivantes sont convergentes et calculer leur somme
1 1 3 n2
o 3 2 o 52 5 w Y
n=0 nz0 nz1 n>0
_ n+ 2" n? + 3n
n>0 n>0 n=0 n>0

By

n=0

+001n 1
-y

1. On reconnait une série géométrique convergente (car ‘2| <1

)::Zj(i)n:liz e

2. On reconnait une série géométrique convergente (car ‘e 1’ <1
— (3)"

n!

3. On reconnalit directement une série exponentielle convergente E
n=0
2

4 om N N on N N gn N1 N
nn! Znﬁ Zon Z Z Zl? Z 'N—>—+>o<>e te
n=1 n= = = k=0 n=0

4. PourN}l,ona:Z
n=0
(séries exponentielles convergentes). Ainsi, la série Z converge et Z e+e?|.
n>=0 n=0
5. On reconnait une série géométrique convergente (car | 5| <1

+o0o 3 +o0o 1 n % 3

so-92\5) T3 TCT T
n=1 n=1 1= 5
|

+1 2]

n+1 al piia | L.
Zn' Zn' ng nZ:O kgi' Z;N—T?ooe e

6. Pour N > 1,0n a: Z

(séries exponentielles convergentes). Ainsi, la série Z
n=0 n=0
7. Pour N > 2,0n a:
N o N N N N N N-2 N-1
n (n— 1 (n—1) n 1 1 1 1 1 1
I I e L RS ST SITL D DR S T E SETE
n=0 n=0 n=2 n=1 n=2 n=1 k=0 j=0 J
—+o00
(séries exponentielles convergentes). Ainsi, la série Z —- converge et Z
n>0 : n=o "
8. Pour n > 0,0n a:
N 2 N n N n—2 N n—1
n* 4 3n 1 1 1 1 1 1 2 1
> S i 1)+ dm) (2) e ILICEEY () L ax 2Zn(2) L 1R s -
n=0 n=0 n=2 n=1 (1 - 5) (1 - 2)
2
3
(séries géométriques dérivées convergentes). La série Z n;—inn converge et donc :
n=0
X n?+3n 1 2 1 1 1
ZT:ZXW+4X§XW:§X8+2X4:
n=0 2 2
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

o0 2

T
. On admet que la série g —; converge et que g =5
n>1
Calculer les sommes suivantes, apres avoir justifié leur convergence :

“+oo +o00o
(2n)2’ nz 2n+1 ;

e
8
—

3
Il
—

1 1 . - . 1 - L 1
1. On a : W = e donc puisque la série de terme général — converge, la série de terme général W converge
n n n n
également, et on a :
+oo +oo 2 2
1 _»].jz: 1 1 % ™ ™
27 2= 2"% “|oa
— (2n) 44e=n 4 6 24
1 1

2. On a pour tout n > 1, 0 < Gn T 172 < @’
1

converge, donc par critere de comparaison des suites positives, la série de terme général

Or, la série de terme général

(2n)?
1 4 .
— 5 converge donc aussl.
(2n+ 1) &
De plus, en séparant tous les termes pairs/impairs, on peut remarquer que :
+oo “+oo +oo “+o0 2 2 2
1 1 1 1 s s T
— —_— _ _ = —
Z Z @t GEr T DBy e D I R Y o A A TR

3. La série E ( est absolument convergente (puisque E — converge), donc converge.
nz1 n>1
De plus, en séparant une nouvelle fois les termes pairs/impairs, on a :

SN EDT RN EDF R (R +§ 1 2 o [
n? (2k)2 (2k+1)2_k=1 (2k)2 =~ (2k+1)2 24 8 | 12
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

2n

@ . too p2n+l
— e
(2n)!

Z (2n+1)1

n=0

+oo
Soit x un réel fixé. On note A = Z
n=0

1. Justifier que A et B existent.
2. Calculer A+ B et A — B. En déduire les valeurs de A et B.

1. Soit z réel. On a :

2n 2\n 2\n
x (@) _ (2%
Vn>0, 0< = <
- S @2n)! 0 (2n)! T nl
$2 n
Or, la série de terme général converge (série exponentielle), donc par critére de comparaison de suites positives, la
$2n
série de terme général m est bien convergente. La somme A existe bien.
n)!

De méme, pour tout réel z, On a :

2n 2\n 2\n
x (=) (=%)
Vn >0, 0< -
"z Senr)! @il S al
. N . . . : . .
Or, la série de terme général [ converge (série exponentielle), donc par critére de comparaison de suites positives, la
22n v 2n p2n+l
série de terme général m est bien convergente, et donc la série de terme général = x @n T 1) = Gn s 1! converge
finalement aussi. La somme B existe bien.
2. Remarquons que, en regroupant A et B, on obtient :
too on +too ondl too K
T x x
T o JE
| | |
o (2n)! oy (2n 4+ 1)! pars k!
De méme remarquons que :
PRI I o ) o i) G GV
| | | | |
—2n) = (2n+ 1)l = (2n)! L= (2n+ 1) k!
On a donc :
e +e "
A+ B=¢" 2A=¢®+e @ =5
{A—B:e_”’ :{ZB:em—e_m — et —e "
2
Ainsi :
""f xQn - et +e 7
|
— (2n)! 2
et
+00 x2n+1 et — 7%
' =
— (2n+1)! 2
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

Déterminer la nature des séries de termes généraux :
1 1 In(n)
—F— 5.1 — 8.
n(n+1) " < n2) Vn
1
2. exp (—2> ( 1 > 1
6. In n(n)
n Ve +1 9.
. e
1 . /1 e2" +2
4. ESID (ﬁ) 7.1 ( 2n+1) 10. (el/n—l) In <1+%>

On rappelle qu’au voisinage de 0, on a : In(1 + x) Yo% e’ — Yo &
T— z—

Remarque : Dans cet exercice, on ne s’intéresse qu’a la nature des séries, donc inutile de regarder la somme partielle. Il
suffit d’utiliser un critére de comparaison, d’équivalence, de négligeabilité, pour conclure & la convergence/divergence de la série
rapidement.

1 1 1

~ S
n(n+1) n—=+oo /p2 N
Or, la série de terme général 1/n diverge (série harmonique), donc par critere d’équivalence de suites positives, la série de

terme ———— est donc divergente.

vn(n+1)

1
2. exp (2 —+> e’ = 1, donc nécessairement la série diverge grossiérement (puisque le terme général ne tend méme pas
mn n—-+0oo

vers 0).

22n=1 1 /4 T . 4 P
3. 22 len = o =5l C’est le terme général d’une série géométrique, de raison — > 1, donc la série diverge.
e e e e

1 1
4. — sin () Pour tout n > 1,
n

Or, la série de terme général — converge (Riemann), donc par critére de comparaison de suites positives, la série de terme
. . /1 .
général — sin | — | converge aussi.
n n)————
5. Sachant que In(1+2) ~ z,ona:
z—0
1 1
In(1+— ~ =
n2 n——+00 n2
Or, la série de terme général — converge (Riemann), donc par critere d’équivalence de suites positives, la série de terme
n

1
général In <1 + 2) est de méme nature, donc converge aussi.
n LOUVETSE

6. Sachant que In(1 + x) ~ ronas
z—

1 1 1 1
1 1 —_— ~ _— ~ p— —
n ( + n3 + ]_) n—+oo \/n3 4+ 1 n—=+oo /p3 n3/2

converge (Riemann), donc par critere d’équivalence de suites positives, la série de terme

. (o 1
Or, la série de terme général —~
n3/2

est de méme nature, donc converge aussi.

1
énéral In [ 1 + ——
& ( Vnd + 1)

7. Sachant que In(1 + x) ~yTona
>

| e 42 Cmf1g 1 1 [1\"
flemyr) — 0 €2 +1 ) notoo €2n 4+ 1 notoo €20\ €2
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

10.

. 1\" . . . . .
Or, la série de terme général (2 converge (série géométrique, avec |}2| < 1), donc par critére d’équivalence de suites
e 3
2n
e +1

Pour tout n > 3 (on a donc n >e), on a :

positives, la série de terme général In ( ) est de méme nature, donc converge aussi.

1 1
n(n)>7>0

Vo —oy/n

Or, la série de terme général — diverge (Riemann), donc par critere de comparaison de suites positives, la série de terme
n

7

In(n)

vn

Remarquons que :

général diverge aussi.

)= o (V) — D0 ZH%O(\/H) _ () :nﬁm( # )

n2 n2

Or, la série de terme général —375 converge (Riemann), donc par critere de négligeabilité de suites positives, la série de
n

terme général converge aussi.

n2

Sachant que e —1 ~ zetln(l+z) ~ z,ona:
z—0 -—0

xr
1 1 1 1
(el/"—1>ln(1+) ~ — X - = —
n,/) n—+oon n n?
Or, la série de terme général — converge (Riemann), donc par critere d’équivalence de suites positives, la série de terme
n

1
général (el/" - 1) In (1 + ) converge aussi.
., | converse
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

(6]

1. Pour tout £ > 1, montrer que :

2. En déduire que pour tout n > 2, on a :

k=1
+oo
Conclure que la série de terme général 1/k2 est convergente, et donner un encadrement de —.
q g g ) 2
k=1

1. Soit £ > 1

1
Sur le segment [k, k + 1], la fonction ¢ — o) est décroissante, donc :
vt € [k, k+1] LIS

Par positivité de l'intégrale (les bornes étant dans le bon sens), on a :

1 k+1 k+1 g 1 [kt
—_— 1dt < —dt < — 1dt
(k+1)2 /k /k t2 k2 /k

k+1
1 1
GrieS) pUsE

2. Soit n > 2. En sommant 1'inégalité de droite précédente pour k € [1,n], on obtient :

autrement dit :

] =

n k+1 1 n 1
Z/k it < > =
k=1 k=1

et donc par relation de Chasles sur les intégrales,

De méme, en sommant U'inégalité de gauche de la question 1 pour k € [1,n — 1], on obtient :

- k+1 1
Z k+1 Z/ P

On a donc bien montré que : pour tout n > 2, on a :
ntlg "1 1
/1 ﬂdtg;lﬁg/l St +1
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

1
En notant pour n > E 72 on a donc montré que :
k=1
1 1 1
1-— \Sn\<1>+12
n+1 n n
Donc en particulier :
1 <s

La suite (S,,) est donc croissante, et majorée par 2, donc converge vers une limite finie.
La série de terme général 1/k? est donc bien convergente, et par passage a la limite dans I'inégalité précédente, on en
déduit que :

o0 1

1<Zﬁ<2

=
—
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

1. (a) Pour tout k£ > 2, montrer que :

1 k+1 1 1
- < <
GrDmk+D /,c @ " S Tin(k)

1 1
(b) En déduire que la série 7;2 nT(n) diverge, et déterminer un équivalent de kZ:2 kT(k)

1
n1n?(n)

2. Montrer, en utilisant une méthode analogue de comparaison somme/intégrale, que la série E
n>2

converge.

1. (a) Soit k > 2. La fonction ¢ — est décroissante sur le segment [k, k + 1]. On a donc :

1
tIn(t)

1 1 1
< <
(k+1)In(k+1) = tIn(t) = kln(k)

vt e [k, k+1],

Donc, par positivité de P'intégrale (les bornes étant dans le bon sens),

1 k+1 1 1
- < t <
(k+ (k1 1) A @S (k)

(b) Soit n > 3. En sommant 'inégalité de droite précédente, pour k € [2,n], on :

n+1 1 n 1
dt <
/2 tIn(t) kZZQ kln(k)

En sommant l'inégalité de gauche du 1(a) pour k € [2,n — 1], on a :

n—1

1 | "1 ol
— = < —_— it : <
kZ:Q CEDLCER /2 Ty @ autrement dit kZ:?) K In(k) /2 )™

et finalement :

/n+11dt<z 1 </n 1 dt + !
o tln(t) \k kln(k) = J, tln(t) 21n(2)

=2
()r une r]m]t]Ve det 5 — sur :! 00 eft t s In n t = In(In t ()n e”t don d]re ue

In(In(n 4+ 1)) — In(In(2)) <

1
e In(k)

n
Les deux membres encadrant Z sont équivalents & In(In(n)), donc par encadrement :
k=2

"
> NG .0 In(in(n))
k=2

n

1 1

et en particulier, ngrfoo ; () = +o0o et la série 7;2 () diverge.
2019-2020 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

1
2. Soit k > 2. La fonction t — ——— est décroissante sur le segment [k, k 4+ 1]. On a donc :

t1n?(t)
1 1 1
(k+1)In(k+1)  tln(t)  kIn’(k)

vt e [k, k+1],

Donc, par positivité de Pintégrale (les bornes étant dans le bon sens),

k+1
1 1 1
2 g/ 5 dt < 2
(k+1)In*(k+1) g tIn“(t) kIn*(k)

Soit & présent n > 3.En sommant 1'inégalité de droite précédente, pour k € [2,n], on :

n+1
/2 tln h Z kln

En sommant I'inégalité de gauche du 1(a) pour k € [2,n — 1], on a :

n

" 1 1 " 1
< / Tdt, autrement dit : Z 5 < / 5 dt
(k+1)In(k+1) o tln*(t) i kIn (k) o tIn*(t)

M |

et finalement :

n+1 n 1 1
—5 dt < dt +
/2 tIn?( Z k In%( /2 t1n?(t) 21n?(2)

11/t
tin®(t) ()

Or, une primitive de t — est t — — . On peut donc dire que :

o Z”: 1 N 1
In(2) n+1 k:2k1n2 In(2) In(n) ' 2m3(2)

n

1
Notons S,, = Z m pour tout n > 3.

1 1
La suite (S,,) est donc croissante (somme de termes positifs), et la suite (S,) est majorée par @) + 2172(2), donc la
n n
suite (S,,) converge.

La série de terme général est donc bien convergente.

1
In?(n)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

A Taide d’une comparaison somme/intégrale, montrer que :

"1
DT n e )
=il

1
Soit k > 1. La fonction ¢t — n est décroissante sur le segment [k, k + 1]. On a donc :

1

—_
—_

Donc, par positivité de U'intégrale (les bornes étant dans le bon sens),

Soit n > 2.
En sommant I'inégalité de droite précédente, pour k € [1,n], on :

En sommant l'inégalité de gauche précédente pour k € [1,n — 1], on a :

n—1 1 nq n 1 nq
Z — < / —dt, autrement dit : Z - < / —dt
=1 k + 1 J1 t i k 1 t

et finalement :

autrement dit :

n
1
Les deux membres encadrant E % étant équivalents a In(n), on en déduit par encadrement que :
k=1
n

1

Z o~ 1

kj n—-+oo H(Tl)

2019-2020 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

IE’ A Taide d’une comparaison somme/intégrale, montrer que pour tout réel o < 1,

1
ka
1

nl—a

~Y
n—+o0o 1 —

Raisonnons par disjonction de cas:
Soit v € [0, 1].

Soit k > 1. La fonction t — —a est décroissante sur le

vt € [k, k+1],

segment [k, k + 1]. On a donc :

— <
(k+

Ainsi, par positivité de I'intégrale (les bornes étant dans le bon sens),

Soit n >

En sommant l'inégalité de gauche précédente pour k
n—1

1 "1
> < [ g
. > St

(k1)

et finalement :

2. En sommant 'inégalité de droite précédente, pour k € [1,n], on :

n+1
1 1
7dt Z ka
€fl,n—1],ona:

1
—dt
to

autrement dit : Z T < /1
k=2

n

n+1 1 1 n 1
—dt —dt+1
/1 Z ka /1 te +
autrement dit :
(n+1)'~ 1 1o 1
— — < — 1
-« — k> T 1- —a
n
Les deux membres encadrant Z étant équivalents a 5——, on en déduit par encadrement que :

k=1

n

k=1

11—«

1 n

~Y
k® nstoo 1 —

2019-2020
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

Soit a0 < 0.

Soit k > 1. La fonction ¢ — % est croissante sur le segment [k, k + 1]. On a donc :

1 1
<— <

1

Ainsi, par positivité de l'intégrale (les bornes étant dans le bon sens),

1 k+1 1 1
— < —dt < ————
oo /k @S Gx e

Soit n > 2. En sommant I'inégalité de gauche précédente, pour k € [1,n], on :
n
1 n+1 1
> < / Lt
k=1 1

En sommant 'inégalité de droite précédente pour k € [1,n — 1], on a :

noq n—1 1 noq n 1
—dt<y — t t dit : —dt <y —
/1 ot € X e antrement / it <Y
et finalement :
n 1 n 1 n+1 1
—dt+1< — —dt
L
autrement dit : .
11—« l-a
n 1 1 (n+1) 1
— 1< — < —
1—a 1—a+ \kz_:lka\ 1—a 11—«
n
Les deux membres encadrant Z — étant équivalents & 5—-, on en déduit par encadrement que :
k=1
n 1 nl—a
— = n—:\jl—oo 1—«
2019-2020 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

On reconnait une suite récurrente linéaire double.

. . e . . . . 2 -1 ...
L’équation caractéristique associée est 22 = %.’17 + % = 2% - %z — % = 0, qui admet deux solutions réelles : - et 3 Ainsi, il

2\ " 1\"
>lLa,=alx -
vn a a<3) +ﬂ( 3)

On voit donc déja que a,, est la somme de termes généraux de séries géométriques convergentes, donc la série de terme général
an va bien étre convergente.
Remarquons que

existe deux constantes « et 3 telles que :

a = 2a-13=0 a=2/3
Lo ={ 03028 = {520

Ainsi :

De plus, on a en reconnaissant des séries géométriques convergentes :

+o0 0 ro\ 1 +oo 1\ "+ (%)2 (—?1)2 4 1
Seex(5) 2 (s) -yt

n=1 n=1
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

Soit (u,) définie par ug =1 et Vn € N, uyq1 = In(e¥™ — uy,).

1. Montrer que Vn € N, u,, > 0.

2. Montrer que (u,) converge vers une limite & déterminer.
+o0
3. Montrer que > u, converge et calculer Z Uy -

n=0

1. On procede par récurrence.
e On sait que ug =1 > 0.
e Soit n > 0 fixé, supposons que pour cet entier n, on ait u, > 0.
On aimerait montrer que u,+; > 0 <= In(e"" —u,) > 0 < e —u, > 1.
Posons ¢ : z +— e — x.
La fonction ¢ est dérivable sur ]0,+oo[ et Va > 0,¢’(z) = e — 1 > 0. La fonction ¢ est strictement croissante sur
10, 4+00[, or lim ¢(x) =1, donc VY > 0,¢(x) > 1 :
z—0t
Ve >0, e —z>1

donc, puisque par hypothese de récurrence, u, > 0, on a e*» —u,, > 1, donc u,+1 = In(e*" — u,) > 0.

e Finalement, par récurrence, on a bien que pour tout n € N, u,, > 0.

2. Pour tout n € N, on a :

Upt1 = In(e"" —u,) =In (e“" (1 - u—”)) =up +1n (1 — )

eltn elun

Ainsi :

un+1—u”:ln(1— u”) <0

elUn

(car u, >0, donc 1 — 22 < 1).

elvn

La suite (u,) est donc décroissante, minorée par 0, elle est donc convergente vers une limite ¢ > 0.
Par passage a la limite dans la formule de récurrence de (u,,), on obtient que :

14

(=In(e"—)=el=¢'"—t=1(=0

La suite (u,) est donc convergente vers 0.

3. Remarquons que pour tout n € N, on a :
Upt1 = In(e" —uy,) = et =¥ — u,, = u, = e"" — et

Soit N >0.0n a:

N N
E Up = E (e¥r — elnt1) = gUo —eun+1 ol o0
N ——+oco
n=0 n=0
400
Ainsi, la série E u, converge et on a : E U, = e — 1.
n>0 n=0
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

Soit (u,,) définie par ug €]0,1[ et Vn € N, upi1 = up, — u2.

1. Montrer que Vn € N, 0 < u,, < 1, puis que (u,) converge vers 0.

2. Montrer que > u? converge et calculer sa somme.

1. Par récurrence montrons que Vn € N, 0 < u, < 1.
e Par définition 0 < ug < 1.
e Soit n > 0. Supposons que pour cet entier n, on ait 0 < u, < 1.
Alors up41 = un(1 — uy) €]0,1] (comme produit de deux nombres de |0, 1[).
e Par récurrence, on a bien : Vn € N, 0 < u,, < 1.
La suite (u,) est donc minorée par 0, et décroissante (puisque Vn € N, 4,11 —u, = —u2 < 0), donc converge vers un réel ¢.

Par passage & la limite dans I'égalité « Vn € N, u, 11 = u, — u2 », on a donc £ = £ — £2, autrement dit #2 = 0, donc £ = 0.
La suite (u,,) converge donc bien vers 0.

2. Pour N >0,0n a:

N N

2
E ug, = E (ug — Uk41) = Up —UNF1 — Ug
k=0 k=0 N=reo

Ainsi, la série g ui converge bien, et on a :

—+oo
E ui = Up
k=0
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1. Par une récurrence immédiate, on a Vn € N, u,, > 0.
On a alors :

Vn € N, untr 1y

U, eln

la suite (u,) est donc décroissante, et minorée par 0, donc converge vers un réel .
Par passage a la limite dans ’égalité « Vn € N, w41 = une " », on a :

(=le b= I1l-eY=0 (=00ue'=1.=/,=0

La suite (u,) converge donc vers 0.

2. Pour tout n > 0, on a :
Unt1 = Upe *" = In(up+1) = In(uy,) + In(e ™) = vpg1 = Uy — Uy, = Uy = Uy, — Upy1
Ainsi :

n n
Zuk = Z('Uk — Vk41) = V0 — Un1

3. On a donc pour n >0 :

(car u,, — 0%, donc In(u,) — —00).
Ainsi, la série de terme général u,, est donc divergente.
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Soit o un réel et n un entier naturel non nul. On considere I'équation suivante :

" +n“r—1=0
1. Montrer que cette équation admet une unique racine positive, qu’on note ,.
2. Etudier la convergence de la suite (2,,),>1 lorsque « > 0.

3. On suppose que a > 0.

(a) Déterminer un équivalent de z;,, quand n tend vers +oo.

(b) Etudier la convergence des séries suivantes :

an, Zln(a:n), Zln(l +28) (avec B €R), Z (xn = ni“)

1. Soit « un réel. Pour n > 1, notons pour = > 0, f,(z) = 2™ + n%zx — 1.
La fonction f,, est continue sur [0, +oo[ (somme de fonctions continues), strictement croissante sur [0, +-o0o[ (comme somme
de fonctions strictement croissantes), donc f,, réalise une bijection de [0, +-o0o[ vers f,, ([0, +o0[) = [f»(0), Lirm ful=[-1, 400l
o0

Comme 0 € [—1, +oo[= f,([0, +00]), il existe un unique z,, € [0, +oo[ tel que f,,(x,) = 0.
Az, € [0,4+00] / (xn)" + 1%z, —1=0

2. Raisonnons par dijonction de cas:

e Sia>0.0na: ) N )
* _ — .an
Puisque la suite (x,,) est positive, par encadrement, on en déduit que lirf z, = 0.
n——+oo
La suite (x,,) converge vers 0.
e Sia=0,onapour tout n >0, f(x,) =2 +z,—1=0.
1 1
et fo(Tny1) =20 g+ a1 —1l=al +app—1l=al  +(1—2T)—1=al (1 -znq1) =204 xapt] >0, donc
fn(@n+1) = ful(zn), la fonction f,, étant croissante, on a donc x,11 = z,, donc la suite (x,) est croissante, majorée
par 1, elle converge vers un réel ¢ tel que 0 < x,, < 1.

Six, — {avecl # 1, alors In(x,) — 1In(¢) <0, et alors ! = exp (nln(z,)) — 0, ce qui contredit que
n—-+oo n——+oo n——+oo

ah=1-z, — 1—-0#0.
n—-+oo
Ainsi, nécessairement, (x,) converge vers 1.

3. (a) D’apres la question précédente, on sait que pour o >0, lim 2, = 0. On a donc lirJrrl xy=0et:
n—r-+0o0

li
n—+oo
1 -2z 1
LTp = ——— ~ -
n® n—+oo N*

o o Les deux suites étant positives, on applique le critere d’équivalence pour les suites
n—+oo N

(b) e On sait que x,

positives :
1
Z Ty converge <= Z — converge <= o > 1
n()(
n>1 n>1
e On a liIE In(x,) = —oo, donc on a nécessairement (car le terme général ne tend pas vers 0) :
n——+0o0o
Z In(x,,) diverge
n>1
e Soit f € R.

x Si <0, alors lim z2 #0et lim In(1+2?) #0, donc :
n—+o0 n—-+oo

Z In(1 4 28) diverge

n>1
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x Si B3>0, alors lim 22 =0et:
n—+oo
1
B ~ [3 ~ RS
ln(l + .’lﬁn) n—+00 Tn n—+oo nB

Les deux suites étant positives, on applique le critere d’équivalence pour les suites positives :

1
B
E In(1 + ;) converge <= E —op converge < af>1
n>1 n>1

n
1—an

e Enfin, on sait que z,, =

, donc :

1

. 1 . . . .
Puisque E — converge (Riemann), le Théoréme de Comparaison des suites positives nous permet de conclure :
n
n>1

1
E ( — Tp converge
no
n>1

et donc également :

1
3 (z - ) converge
n(x

n>1
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In(n) .

Soit la suite (uy)p>1 définie par Vn € N*, u, =
n

1. Montrer que (u,) décroit a partir du rang 3.

2. Etudier la nature des séries suivantes :

Sty Yo (un+1> Zleun 2; 1:‘_"%, S a2, (1),

n=1 n>2

1
1. Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par : Vo > 0, f(z) = n(l’)

La fonction f est dérivable sur |0, +oo[ et on a :

1z —In(2)1 _ 1—In(z)
2 - 2

Vz >0, f'(z) =

x €T

Sur [e, +00], la fonction f est décroissante, et donc la suite (u,,) est décroissante & partir du rang n = 3 > e.

2. e Pourn>3,ona:

In(n 1
Uy = (n) >—-—>0
n n
Or, la série Z — diverge (série harmonique), donc par comparaison de suites positives, la série Zun diverge égale-
n
ment.

e Pour N >2,0ona:

N N
Uk+1
E ( ) = E (In(ugt1) — In(ug)) = In(uy41) — In(usg) N—>_>+ —00
(oo}
k= k k=2
U . .y
(car (uy) converge vers 0 par croissances comparées). Ainsi, la série E In ( il ) diverge grossiérement.
U
n=2 n
e Puisque (u,) converge vers 0, on a lim e%r = 1. Ainsi, la série E e“" diverge grossierement (puisque le terme
—+
" > n>=1
général ne tend méme pas vers 0).
e Puisque (u,) converge vers 0, on a :
un ~ U
1+ u, n—+oo "
Donc par critere d’équivalence de suites positives, les séries E et E U, sont de méme nature, donc la série
Up, + tn
de terme général T diverge.
n
In’(n
e Onau? = ().Ona:

n2

In*(n) = o(v/n) = 1n2(2n) =0 (\/ﬁ> = =0 (”31/2)

n n?

Or, la série de terme général converge (Riemann), donc par critére de négligeabilité de suites positives, la série

1
n3/2
Z ui est convergente également.

e La série Z(fl)”un n’est pas absolument convergente.

Regardons si elle converge en étudiant la suite des sommes partielles.
n

Posons S, = Z(—l)kuk.
k=3
On a So, 42 — San = Uapt2 — Uan+1 < 0 donc (Sa,) est décroissante.
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On a So, 43 — Sopt1 = Uapto — Uspts > 0, done (Sa,41) est croissante.
On a SQn+1 — Sgn = —U2p+1 — 0.

n—-+oo
Ainsi, les deux suites (S2,,) et (S2,41) sont adjacentes, donc convergent vers une méme limite, ce qui prouve que (S,,)

converge, et donc la série de terme général (—1)"u,, converge.
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1. Il suffit de remarquer que pour tout ¢t € [0,1/2], on a :

tn—1 1 tn
1—t  1—t 1-—t

n n—1

= E tF (somme des termes d’une suite géométrique), on a :

k=0
12 4n 129 _m 12
/ dt+/ d :/ ——dt
o 11—t o 1-—t o 1—t

2. En remarquant que 1

autrement dit :

autrement dit :

n

0

Lrgk+1 71/2 /2 4n n— 1/2 4n n 1/2
t ¢ 1 t 1
In(2) = = - — _
n(2) Z[k+1] +/0 T Z(k+1)2k+1+/0 % ;kszr/O

k=0 k=0

/2 4n 1/2 4n 1/2 1
0</ </ —dt=2/ t"dt=2(—)
S 1=t o 4 0 20 (n+ 1)

Donc par encadrement, on a :

3. Porn>1,ona:

1/2 tn
lim dt =0
n—+oo Jq 1—t¢

Ainsi, d’apres la question 2, on en déduit que :
1
i D e =

. .. 1
autrement dit la série E o converge et sa somme vaut In(2).
n
n=1
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1. Pour x > 0 et n grand, on a :

(@) 1—e™* 1

. r) = ——— ~ _—

" n(n+1) n—+oo n2

Or, la série de terme général 1/n? converge (Riemann), donc par critére d’équivalence de suites positives, on en déduit
que la série de terme général v, (z) est de méme nature, donc converge également.

2. Soit N >1.0On a :

N N l_e—kz
D vk@) =7
k=1 k:lk(k+1)
" 1 1
:Z(l—e‘kx) (———)
Pt k k+1
[ (em) (750
— k k+1 k k+1
N N
1 e—km e—k:z
S I 3
N+1 — k k:1k+1
! _i(e-ﬂk LN et
N+1 — k P k
N, _ N+1 _
1 (6 z)k ek:m
IR Y bt
N+1 — k = k
N _ +1 , Kk
1 (e=)" (e=) )
1 _Z +e _e T
N+1 Pt k Pt k
N_)—+>001—0— —In(l—e )>+e (—ln(l—e )—e )=(1—e)ln(1—e )

Ainsi :
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18]

2.

n

g tdt. Montrer que la suite (I,,) converge vers 0.

(=D)F
k

1
1. Pour n € N, on note I,, = /
0

1 ! -
En utilisant que = / t*=1dt, calculer la somme Z en fonction de I,,.
k=1

0

1)
En déduire la convergence de Z %

n

n(n+1)

Montrer que la série de terme général converge et déterminer sa somme.

1. Pour tout n € N,

1 tn 1 1
Og[n:/ dté/t”dt:
0 1+t 0 Tl-‘rl

Ainsi, par encadrement, on a bien que (I,,) converge vers 0.

. En utilisant la formule proposée,

éﬁjﬁ:§34ﬁ/vHﬁ:_Aw§j%V*>ﬁ:i[(g&ﬁﬂdt

k=1 k=1 0 k=1 k=0
1 1 1
1— (=)™ 1 t"
_ 7/ Ll i S 7/ S (71)71/ dt = —In(2) + (~1)"1,
o 1—(—t) o 1+t o 1+t
Comme (I,,) converge vers 0, par produit avec une suite bornée, on a lif}rl (=)L, =0.
n—-+0o0o
Finalement :
R
LU )
k=
- o (D"
La série de terme général converge donc, et on a :
n
—+oo
(="
-1
- )
n=1
" |1 1
nn+1)|  n(n+1) notoo n2

Or, la série de terme général 1/n? converge (Riemann), donc par critere d’équivalence de suites positives, la série de terme

(—1) . o (—1)n
R(ntTy | converge, donc la série de terme général FaEsy; est absolument convergente, donc converge.

Pour N > 1,on a:

général ’

;ékg;fl) - kZi<—1>k <; - k}q) _ kiv:l (—;)’“ +é (;1_?_k;1
) XN: (_’i)k ! Ni:l (_kl)k N @)+ (- In(2) + 1)
Ainsi : h=t k=2
> nigl)nl) —1-2In(2)
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