Hypokhagne B/L Correction Devoir surveillé 1

Remarque: Connalitre son cours et savoir I’appliquer étaient des conditions nécessaires pour réussir cet

exercice.

1.

Soit n un entier naturel alors (n+2)! + n! = n! ((n+2)(n+1)+1)= n!(n? + 3n + 3). La factorisation est
terminée car le discriminant de n? 4 3n + 3 est strictement négatif.

2. Soit x un réel alors la formule du bindéme de Newton donne: (x+2)% = 2° + 102* + 4022 + 8022 + 80z + 32
3. Soient a et b des réels alors a® — b = (a — b)(a® + ab + b?)

4. Montrons par récurrence sur n € N la propriété P, : "u, = 6 x 2" — 5”

Initialisation: Pour n=0on a 6 x 2° —5 = 1 = uy donc P, est vraie.

Hérédité: Soit n € N. Supposons que P, soit vraie. Alors on a u,4+1 = 2u, +5=2(6 x 2" —5) +5 =
6 x 2" — 10 +5 =6 x 2"t — 5 donc P, est vraie.

Conclusion: Par récurrence, la propriété est vraie pour tout entier naturel n.

On résout 1’équation sur R. On pose X = 22, cela implique X > 0. L’équation devient X2 —2X — 3 = 0.
Son discriminant est A = 16 ainsi X = —1 (impossible dans R) ou X = 3. Finalement comme X = z2,
on cherche les réels & qui vérifient 22 = 3 :

s ={v3-v3}

() =45. Soit p € N, ("}?) = (r+3)(p2)(p+1)

@ Remarques: Ne développez surtout pas si vous cherchez a étudier le signe d’une expression: on connait

facilement le signe d’un produit mais pas le signe d’une somme.

Le raisonnement par disjonction de cas est a éviter avec un quotient. En revanche il est nécessaire avec des
valeurs absolues et des racines carrées. Il impose un raisonnement par analyse et syntheése ainsi il faut bien
penser a vérifier que les solutions proposées sont dans l'intervalle dans lequel on travaille.

1.

(a) Il faut que —2 + 2z + 3 > 0. Les racines de ce polynéme sont -1 et 3 et le coefficient a = —1 < 0
donc z € [-1;3] .

(b) Six < 0 alors I’équation n’a pas de solution (une racine carrée ne peut pas étre strictement négative).
Si z > 0 alors en considérant les carrés de chaque membre, il reste & résoudre —z2 4 2z + 3 = 22 soit
222 — 22 — 3 = 0 dont les solutions sont Q_T‘/% = FT‘ﬁ < 0 (ne convient pas) et % = 1+T‘ﬁ

2. Raisonnons par disjonction de cas:

3.

Si z 44 < 0 autrement dit si x < —4 alors I’équation n’a pas de solution (une valeur absolue est positive
ou nulle donc on doit travailler avec x +4 > 0).

Siz+4>0: 1° cas: sur [1;+o0[ il faut résoudre z — 1 < x + 4 soit —1 < 4 ce qui est vrai donc tous
les réels de [1;4+00[ sont solutions.

2°me cas: sur ]-4;1[ il faut résoudre —z + 1 < z + 4 soit 32 < a.

§ =505 11U oo =] 523 oo

(a) L’ensemble de définition est R\ {1; —3} (on ne peut pas diviser par 0).

(b) Par ailleurs —1; — x% = :”(IEI)S((;:SI)) = (jiz)x&%). On a le tableau de signes suivant:
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T —00 -3 1 3 —+o9
—r+3 + + + -
z—1 - — + +
x+3 — + + +
Quotient + | =] + —

- L& " nn+1 n(n+1 n(n+1 n?(n +1)2
S1= 30000 = Y3k = 3oy nle b £ ot £ 1)
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
Pour S5:
Méthodel -
n J— n . . 2 2 n n
_ nn+1) (G-1)j,  n‘(n+1)" 1 3 1 2
ZZ]k k=D W= i — - ) s 52 52
] 1 k=j 7=1 k:l k=1 7j=1 7j=1 7j=1
1n2(n+ 1) Inm+D@n+1) 1,
—2 ) +3 G —24[371 (n+1)*+2n(n+1)(2n + 1)]

1
= o+ 1)Bn(n +1) +202n + 1)) =

S+ )30 +Tn+2) = in(n +1)3n+ 1)(n +2)

Méthode 2 (en échangeant les sommes)

n

3

n

n n k
=S ik= 3 jkz—ZZakz k)= 3R LS ) =

j=1 k=j 1<<k<n k=1 j=1 k=1 j=1 k=1 k=1
1n?(n+1)2 1n(n+1)2n+1) 1
- - == 1 1 2
5 1 +3 G 24n(n—|— )(Bn+1)(n+ 2)
Pour S3:
Méthode 1 (en utilisant S)
S3=2( % jk) =Y (X jk—j%) = 52—2.7 gin(n+1)(3n + 1)(n + 2) — Hi et
j=1 k=j+1 j=1 k=j
=gn(n+1)[Bn+1)(n+2) —4(2n+1)] = 5yn(n + 1)(3n2 —n—2)=gn(n+1)[(3n+2)(n—1)]
Méthode 2
n n n n J n . 2 2 n n
n—l—l jG+1 n“(n+1 1 ) 1 .
So= DY =Y (3 k- Yok =Yg AU,y LR S Sy
] 1 k—j+1 j=1 k= k=1 j=1 j=1 j=1
1 12 1 1 2 1) 1 1
_ L2 1)E nt+ D)@Ent1) 7B+ 1) = 20(n+ 1)(2n+ 1)) = Son(n+1)3n(n+1) — 2(2n+ 1)
2 4 2 6 24
— 1 2)(n—1
= g+ D[Bn+2)(n - 1)]
2u1u 4 4 2uau g 8
Lo =g =61 =50 W= 3y, — 320 — 11

2. On note pour tout entier n, P, : "u, # 0”
Initialisation: ug =2 # 0 et u;1 = 1 £ 0 donc Py et Py sont vraies.

Hérédité: Soit n € N. On suppose que P, et P,11 sont vraies. Alors 2u,yi1u, # 0 donc on a bien

2un+1un
Un+2 3un— Un41 #

Conclusion: Par une récurrence double, on a montré que pour tout entier n, u, # 0.
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Pour tout n > 0, on a :

1 1 3up—upt1 1 Bup —upt1 —2un  Up — Uni1

Upt1 = -
Unt2  Untl 2Un 41Un Un i1 2Up 41Uy 2up1un

1 ( Up, Un+1 ) 1 ( 1 1 ) 1
== - =- - =) =-v
2 \Unt1Un  Uni1Un 2 \Uunt1  Un 2"
La suite (vy,) est donc géométrique. On en déduit donc que :
1\" 1 1 1 1 1 1 1 1
et = (3) = (3 -5 5= (1-3) <3 =3 %3 = o

Soit n € N. Tout d’abord, on a :

n—-1 n—1 n—1 k 1\n

1 1 1 1 1-(3) 1
Z”k=22—k+1=52(5> =3y w
k=0

k=0 0

k=
Mais aussi, en revenant a la définition de (v,), on obtient (en reconnaissant une somme télescopique) :

n—1 n—1
D ve=

Z(L_i>,i_i 11
= oo \Uk+1 Uk Up Uy |Up 2

On en déduit que :

11,1 1.3 1 8x27ten o 2t
U, 2 on u, 2 2 on " 3x 11
i P _ B G ) T G ) N | -1 _ -1
L. Soit n > 1. On a unt1 — un = Sont2 = S = “gpga— + ong1 = 2053 T 2031 = (Zn+2)(2n+1)

7 . . . . . -1 . . .

2. On étudie le signe de : upy1 — uy = et < 0. La suite (uy)n>1 est donc décroissante.

3. Une suite décroissante est majorée par son premier terme donc pour tout entier naturel non nul n on a:
1

Uy <UL et up =Sy = -1+ % = _71 La suite (u,)n>1 est majorée par = .

BONUS Soient a et b des réels. Par symétrie des roles joués par a et b on peut supposer que a > b. Alors

|a — bl = b — a ainsi min(a,b) =a = 7a+b72|a7b‘ et maz(a;b) =b= 7a+b+2|a+b|
SI VOUS VOUS ENNUYEZ
1. S(),n: Zk‘oz len
k=1 k=1
n n
2. (a) Avec le changement d’indice j =n+1—konak=n+1—jetSi,=> k=> (n+1—j)
k=1 j=1
nadonc Sy, =Y (n+1)— St insi on retrouve que X Sin =n(n+
b) On a donc Sy, 1) — S, Ainsi 2 x5y, 1
j=1

n n+1
3. (a) Avec le changement d’indice j =k +1ona Y (k+1)2= Y j2= 53, — 1+ (n+1)?
k=1 j=2

(b) Par ailleurs > (k+1)2= Y (k* +2k+1)=S2, +2 X S1n+n
k=1 k=1

(c) D’apres les questions précédentes on a: So, — 1+ (n + 1)? = Sa.n + 2 x S1,, +n donc on retrouve
2xS1n=mMm+1)2-1-n=n>+n=n(n+1)

4. Soit p > 1.
n n+1
On a d’une part avec le changement d’indice j = k+1: Y (k+1)PT = 3 (§)P™ = Sy —1+(n+1)PT!
k=1 j=2
< LI an ST 1 1
On a d’autre part avec la formule du Binome: Y (k+ 1)PH = S (3 (ijr )k7) or (gil) =1let (p; ) =
k=1 k=1 j=0

p+ 1 donc on a :
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;é(pi (PEDR) = Spat + (0 +1)S, Zn:(i (PXKT) = Sprin+ (P +1)Spn +p§((p?1)(z": k7)) =

k=1 j=0 3=0 k=1

Spetn+ (04 DS+ 3 (1),

P
On retrouve bien que (p + 1)Sp, = =1+ (n + 1)PH — 3 (pjl)S]n
J=0
5. On applique la formule précédente avec p = 2 puis p = 3 et enfin p = 4. On retrouve tous calculs faits:

n(n+1)(2n+1) . n2(n+1)? 12n5430n%4-20n3 -2
S = MENEIED, g R0 g, 10t ont 2o on

6. Soit p > 1. Raisonnons par analyse et synthese:
supposons qu’il existe un entier m tel que S,2 =m? =1+ 2P alors 2? =m? — 1 = (m + 1)(m — 1)
m+1 et m — 1 divise une puissance de 2 donc m + 1 et m — 1 sont des puissances de 2. De plus m + 1 et
m — 1 sont des entiers de méme parité car ils encadrent un méme nombre entier m. m + 1 et m — 1 sont
donc nécessairement des nombres pairs qui se suivent dans la liste des nombres pairs. La seule possibilté
estm+1=4etm—1=2donc 2 = (m+1)(m—1) =8 ainsi p = 3. Réciproquement on a vérifié dans
la question précédente que S3,, = (S1,,)% donc p = 3 convient et c’est bien le seul.
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