CONCOURS BLANC

Exercice 1 : Pour s’échauffer

1. Soit z un réel tel que x # § + k.m avec k € Z. On a :
1+ tan? ( ) — 14 sin?(x) __ cos?(x) sin?(x) _ cos®(x)+sin?(x) 1

cos?(xz) ~  cos?(x) cos?(z) cos?(x) T cos?(z)”

2. Soit f la fonction définie sur |0; +oo par f(z) = zin(z) —x + 1. f est dérivable
en tant que somme et produit de fonctions dérivables sur |0;+oo[ et pour tout
x>0, f'(z) =In(z) +zx £ —1=In(z).

On a donc le tableau de variation suivant :

x 0 1 +00
f'(z) - 0 +
f T 0 ——

Ainsi, Vz €]0;400], f(z) > 0 < Vz €]0; 400, zln(z) > x — 1.

3. fol %dw = fol 1-— 1+x2d:1: = [z — Arctan(z)]y =1 — F.
4. On pose u(z) = In(z) et v'(z) = 2% u et v sont C* sur [1;¢] et on a v/(z) = < et
v(x) = z—; ainsi :
7 @Pln(z)dx = [g—sln(x)]l 3 [{atde =%
5. (a) Soit ¢ un entier naturel non nul.

On pose pour tout n > i, P(n) :” zn: 0 =0

e Pour n =i on a d'une part : Z (z) = () = 1 et d’autre part (’H) = 1 donc la
j=t
propriété P(i) est vraie.

e Soit n un entier naturel supérieur ou égal a i. On suppose que P(n) est vraie.

n+1
Montrons que P(n + 1) reste vraie ie () = (1.

i+1
j=t
n+1 n
On a: i )=+ +> () ="+ (’Zj:ll) = (';If) (d’apres la formule de
Pascal).J_ "

e Par récurrence, la propriété P(n) est vraie Vn > i.
On abien Vn >1i: > (]Z) = (Z‘ill)
j=i
(b) Soit n un entier naturel non nul, on a :
n+1 n+1
> ()= ZE() Z(’Zﬂ)z (=2 () -

(n+1) o (n+1)
. . : . 1 0
1<i<j<n i=1j=1 =1 =2 =0

=1+ —(n+1)-1
=ontl _p_9

Exercice 2 : Trigonométrie

1. Soit x un réel, avec les formules d’Euler on a :

° COS3<3;) _ (eiz_zefiz )3 _ 637@_’_367;1_’_?;677;1_’_6731'1 _ %1637,1_'_6737,9: %eiz_gefiz
= 1cos(3x) + 3cos(x)

° Sing(l‘) _ (611_25—132)3 _ 631'95_361'96_’;3867:—1'95_8—31'90 _ _T1631:c_2?—3ix %ezx_Zf—wc
= ZLsin(3z) + 3sin(x)



2.

3.

(a) Avec la question précédente on a :

fog cos3(x)dr = fog tcos(3x) + 3cos(x)dr = [} X $sin(3x) + %sin(m)]g
4=t
(b) On pose u(z) = z et v/'(x) = sin(x)cos*(z). u et v sont C' sur [0; 5] et on a
W'(x) =1 et v(z) = —3 x cos®(x). Alors avec une IPP on obtient :
I = [z(—%cos*(x))|§ — fog —zcos?(x)de =0+ 2
(a) Soit E = sin(3z)cos®(z) + cos(3z)sin®(z ) d’apres la question 1) :
E = 1sin(3z)(cos(3z) + 3cos(z)) + cos(3z)(—sin(3z) + 3sin(z))
= 2sin(3z)cos(z) + 3cos(3z)sin(z )
= 2(sin(3x)cos(x) + cos(3x)sin(x))
= %s n(3zr + x)

(b) D’apreés ce qu1 précéde, il s’agit de résoudre I’équation suivante :
Ssin(4z) = 2 & sin(4x) = 1 = sin(Z) < il existe un entier relatif & tel que
dr=5+k2nor=3+k3 oukEZ

En donnant a k les valeurs 0, 1, 2 et 3 on trouve les solutions sur [0; 27| :

LSﬂ:{ﬂ' om. 97r13_71'.

8187 87 8

Probléme 1 : Etude d’une fonction

Partie A
1. f est C? sur |0; +oo] en tant que quotient de fonctions C? sur ]0; +oo[ , le dénomi-
nateur ne s’annulant pas sur cet intervalle.
2. D’apreés la question 1), f est nécessairement C° sur ]0; +o0o[. Etudions la continuité
de f en 0" : on sait que e* — 1 ~a ainsi lim+ f(z) =1= f(0) donc f est continue
z—0
sur [0; 4-o00].
3. f(z) o % or liIJP % = 0 par croissances comparées donc hIJP f(z) = 0. La
00 z—+00 Z—+00
droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale & la courbe de f en +oc.
4. (a) D’aprés la question 1), f est dérivable sur ]0; +o00[ et pour tout z > 0 on a :
_ He"—D)—we® _ e"—1—me®
f,( ) (ex—1)2 7 (er—1)2
(b) Au voisinage de Qon a: e* —1—xe” =z + % —z(l+z)+o(z?) = —% + o(z?)
22
. . -5 1 . o 1
ainsi f'(x) v =) donc }EILI(I) f(x) = —3
_ 1 ze® : 1 _ ze® ze® _ oz
(C) f/(l') e W avec $EI-II—100 w1 — 0 et m 4::0 W = = donc
. re® — . . . / —
xginoo ez = 0 ainsi par somme zggloo f(z)
Partie B
1. On pose pour z > 0,h(x) = e* — 1 — xze®. On a h'(z) = e — (e” + xe®) = —xe”
_ —ze®(e®—1)2—(e®—1—xe®)2e®(e®—1) __ e®(e®—1)[—xw(e®—1)—2(e®—1—ze®)] _  e%g(x) N
et f"(z) = (Tt = @1 = f_pys ol
g(x) =ze® +x+2— 2"
2. (a) g est dérivable sur |0; +00[ en tant que somme et produit de fonctions dérivables

etonaVe >0,¢(x)=e"+ze®+1—2e". ¢ est dérivable sur ]0; +oo[ en tant
que somme et produit de fonctions dérivables et on a Vo > 0, ¢"(z) = ze® > 0

(b) ¢’ est strictement croissante et lim ¢'(z) = 0 ainsi pour tout z > 0,¢'(x) > 0

z—0
donc g est strictement croissante sur |0; +oof et lim g(x) = 0 ainsi pour tout
z—0

x> 0,g(x) >0 donc f"(x) >0.



3. Ainsi f’ est strictement croissante sur |0; +oo[. Or on sait que : lim f/'(z) =0 et
T—r+00
lim f'(z) = 3.
m—+0+(f ( ) 2
4. Ainsi pour tout x > 0, f’(z) < 0 et f est strictement décroissante sur [0;+o00| &
valeurs dans ]0;1].

Partie C

1. (a) Soit x > 0, d’aprés I’étude réalisée dans la partie B a la question 3.,
f1(0) < f'(z) <0 soit 5 < f(x) <0< 1alors [f/(z)] < 1.
(b) D’aprés I’étude de la fonction f réalisée dans la partie B a la question 4., f est

bien & valeurs dans ]0; 1].

2. Pour z >0, f(z) =2 & S~ :x(:)_”f(;—_ef):o

e*—1
< x =0 (ne convient pas) ou e’ =2 < x = [n(2).

L’équation f(z) = x admet bien une seule solution sur |0; oo et ona: S = {in(2)}

3. [ est continue sur [0;+oco[ et dérivable sur ]0;+oo[ et V¢ €]0;+oof, [f'(¢)] < 3,
donc d’aprés l'inégalité des accroissements finis, on a pour tous réels x,y > 0 :
f(x) = f(y)| < 5lz —y]

Remarque : On peut aussi fixer x et y des réels strictement positifs et appliquer
le théoréme du cours avec a = z et b = y.

4. (a) La suite (u,) est bien définie et pour tout entier naturel n,u, > 0 (une récur-
rence triviale le démontre). Soit n un entier naturel fixé. On peut appliquer le
résultat obtenu a la question C3 en choisissant en particulier y = n(2) > 0
et x = u, > 0, on a: |[f(u,) — f(In(2))] < 3lu, — In(2)] or on sait que
f(In(2)) = In(2) d’aprés la question 2 et que f(u,) = u,;1 par définition.

On retrouve alors 'inégalité proposée.

2

(b) Pour tout entier naturel n on pose P(n) : ”|u, — In(2)] < (3)"|ug — In(2)]”.
Montrons, par récurrence, que pour tout entier naturel n, P(n) est vraie.

e Pour n =0, & = 1 donc la propriété est vraie pour n = 0 (il y a méme égalité).
2 y g

e Soit n un entier naturel fixé. On suppose que P(n) est vraie. Montrons que
P(n + 1) est vraie également c’est-a-dire : |u,41 — In(2)] < ()" uo — In(2)].
On sait d’aprés la question 4.a) et par hypothése de récurrence que :

s — n(2)] < Sy — ()] < x (3)7]uo — In(2)] = (5 ug — In(2)

e Par principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout entier naturel n.

(¢) (3)"|luo —In(2)] —> 0 car |3] < 1 ainsi d’apres le théoreme de passage a la
n—+oo

limite dans une inégalité, (u,) est convergente de limite [n(2).

Probléme 2 : Intégrale et fonction
Partie A

1. Pour tout réel z, 22 +1 > 0 donc la fonction g : z — /22 + 1 est bien définie sur R
a valeurs dans [1; +00|. La fonction Arctan est définie sur R a valeurs dans | — Z; Z[.

272
Donc par composition la fonctionf est bien définie sur R.

2. Le domaine de définition de f est bien centré en 0 et la fonction f est paire par
parité de la fonction carrée. En effet :
Soit x € R, f(—x) = Arctan(/(—x)? + 1) = Arctan(vz? + 1) = f(z).

3. Méthode 1 : g est strictement croissante sur [0; +o0o[ par composition de fonctions
strictement croissantes (la fonction carrée, une fonction affine, la fonction racine
carrée et la fonction Arctan.)



Méthode 2 : g est dérivable sur [0; +o00] en tant que composée de fonctions déri-

vables et on a : ¢'(z) = Z= =0

Conclusion : g admet le tableau de variations suivant :

T 0 400

g () 0 +

g 1/

De plus, sur [0; +o0o[, f = Arctan(g) donc par composition f est strictement crois-

sante sur RT.

f(0) = Arctan(1) = 5 car tan(}) = 1.

En posant X = v/22 + 1, on a par composition :

li = lim Arctan(X)=7I.
m%lgloo f(I) Xir+noo e an( ) 2
Par parité enfin, on obtient le tableau de variations suivant sur R :

+0o0

x —00 0 —+00

) e —

4. Au point d’abscisse 0, la courbe de f admet une tangente horizontale car f admet
un minimum & l'intérieur de l'intervalle ]0; 4-00].
L’équation est donc y = f'(0)(z — 0) + f(0) soit y = 0(z — 0) + f(0) = .

vl

s
2

s
4

D.
6. La fonction f est continue et strictement croissante sur [0; 400 et 1,5 €]%; 7| donc

d’aprés le théoréme de la bijection, I’équation f(z) = 1,5 admet une unique solution
a dans [0; +o0.

Partie B

1. On pose h(z) = x Arctan(x)—In(v/x? + 1). La fonction h est dérivable sur R comme
somme, produit et composée de fonctions dérivables sur R et on a Vo € R :

= Arctan(x).

W(z) =1x Arctan(z) +x X = — 2;—\/% = Arctan(z) + 45 —

Nous avons bien montré que h est une primitive de Arctan.

.
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T

2 L 1 1.q / — _=z ; —
2. On pose ¢ Va2 + 1. pest C'sur [5;1] etona ¢'(x )—\/Tsmtdu—mdx.

(z) =
Pour:c:%u:,/ +1—\/76tpour:c:1u—\/ﬁcequldonne

V2 2 V2
f\/gArctcm( w)du = [u Arctan(u) — In(vu —1—1)]\/E

= V2Arctan(V/2) — Iny/3 — \/E Arctan \/g) +in(y/2+1)
= V2Arctan(v/2) — \/>A7"ctan \/7 )+ ln(\[)




