CHAPITRE 16

Lois discrétes usuelles

"Il n’y a pas de réussite facile ni d’échec définitif." Marcel Proust

Prerequis

— Chapitres 14 et 15

— Cours de premiére et de terminale sur les lois usuelles discrétes (Bernoulli, binomiales)
Objectifs

— Schéma de Bernoulli et lois binomiales

— Lois géométriques

— Lois de Poisson
Exercices d’application

— Exercices 8 et 9 du TD 14 et exercices 2, 5 a 7,9, 11, 14, 18 du TD16

1 Schéma de Bernoulli

Définition 1 Loi de Bernoulli
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et soit X une variable aléatoire discréte définie sur (€2, .4, P).
On dit que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p (avec 0 < p < 1) si :

X(Q) ={0,1}, P(X=1)=p P(X=0)=1—p

On note alors :

X ~ B(p)
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Remarques :

R1 — On dit donc qu’'une variable suit une loi de Bernoulli dés qu’elle a pour support X (2) = {0,1}. Le
« paramétre » est alors la probabilité d’obtenir [X = 1].

R2 — Une variable de Bernoulli est associée & une épreuve succés/échec. On réalise une expérience ayant
deux issues : un succeés (de probabilité p) et un échec (de probabilité 1 — p). On note alors X le
nombre de succés obtenu sur une épreuve : c’est soit 1 ou 0, et X suit une loi de Bernoulli de
parametre p.

Exemples :

E1 — Si on dispose d’une piéce équilibrée et qu’on la lance une fois, alors X le nombre de Pile obtenus
suit une loi B(1/2).

E2 — Sion dispose d’une piéce truquée, faisant Pile avec probabilité p et Face avec probabilité 1 — p, alors
X le nombre de Pile obtenus suit une loi B(p).

E3 — Dans une urne, on a 2 boules rouges et 6 boules bleues. On pioche une boule au hasard.
Si on note X = 1 si on obtient une boule bleue, et X = 0 si on obtient une boule rouge, alors
X ~ B(3/4).

Proposition 2

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de paramétre p.
Alors X admet une espérance et une variance, et on a :

E[X]=p VIX] =p(1 —p)

Proposition 3

Soient X, et Xy deux variables suivant des lois de Bernoulli. Alors :

X et Xy sont des variables aléatoires indépendantes <= les événements (X, = 1] et [Xo = 1] sont
indépendants.

Remarque :

Deux expériences succés/échec sont donc indépendantes si les événements "obtenir un succés" de chaque expé-
rience sont indépendants.

Définition 4

On appelle Schéma de Bernoulli la répétition d’'une méme expérience succés/échec dans des conditions
identiques et indépendantes.

Un Schéma de Bernoulli est donc la donnée d’une suite (X;);>1 de variables aléatoires indépendantes, toutes
de méme loi de Bernoulli de paramétre p fixé.

Remarque :

L’indépendance signifie ici que, pour tout n > 1, les variables X1, Xo,..., X, sont indépendantes.
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2 Loi géométrique

Proposition 5
Soit p €]0,1[. Dans un schéma de Bernoulli de parameétre p, avec une répétition infinie d’épreuves, on
obtient presque-sirement un succes.

Définition 6
Soit un schéma de Bernoulli de paramétre p €]0,1[ (i.e. une répétition infinie de méme épreuve suc-
cés/échec).
Soit T' le rang du premier succes :
T=min{i > 1/ [X; =1]}

Alors T est une variable aléatoire a valeurs dans N*, et on dit que T suit une loi géométrique de
parameétre p.

On a:

Vk>1, P(T'=k)=p(l—p)*"

et on note :

T ~ G(p)

Proposition 7

Soit T une variable de loi géométrique de parameétre p. Alors :
e Pour tout k > 1,

(T > k) = (1-p)*

e Pour tout k > 1 et pour tout j > 1, |Prs; (T >j+k)=P(T > k)|

Remarque :

La loi géométrique est dite « sans mémoire ». D’aprés la derniére propriété, si on a fait j échecs au début de
I’expérience, alors ’expérience recommence dans les mémes conditions qu’au départ.

Proposition 8
Soit T une loi géométrique de parameétre p €]0,1[. Alors T admet une espérance et une variance, qui valent :

E[T] =

1
p
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3 Loi binomiale

Définition 9

Soit p €]0, 1], et soit un schéma de Bernoulli de paramétre p : (X;);>1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes de méme loi de Bernoulli de paramétre p.

Pour tout entier n > 1, on note :

Sa= Y X=Xyt Xat -+ X,

k=1

La variable S,, compte alors le nombre de succes sur n épreuves d’un schéma de Bernoulli.
On dit alors que S,, suit une loi binémiale de parameétres (n,p).

On a|S,(R2) = [0,n]|et :

k

Vk € [0,n], P(S,=k) = <n)pk(1 — )k

et on note

Sy~ B(n, p)

Proposition 10

Soit S,, une variable de loi bindomiale de parametres n > 1 et p €]0,1[. Alors S, admet une espérance et
une variance, qui valent :

E[S,] =nE[Xi]=np et  V[S,]=nV[Xi] =np(l - p)

Proposition 11

La somme de deuzx variables indépendantes de lois binomiales de paramétres (k,p) et (¢,p) est une variable
de loi binomiale de paramétres (k + ¢, p).
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4 Loi de Poisson

Définition 12
Soit A > 0.
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre \ si :

NG
k!

X(Q)=N e VEeN PX=k=c¢

On note alors :

X ~P(N)

Remarque :

Le modéle est bien possible et cohérent car :

= )\Ak A A

Ze E:e xet=1
k=0

N

Ainsi la suite (e o

) définit bien une loi de probabilité.
k>0

Proposition 13

S1 X suit une loi de Poisson de parametre X\, alors X admet une espérance et une variance, qui valent :

EX]=A et V[X]=\

Théoréme 14 Lot des événements rares

Soit (S,,) une suite de variables, suivant chacune une loi binomiale de parameétres (n,p,). On suppose que

np, — a. Alors :
n—-+o00

k n——+o00 k!

n ak
VkeN, P(S,=k) = ( >pﬁ(1 — )" — e —

Autrement dit, une suite de lois bindmiales de paramétres (n,p,) converge vers une loi de Poisson de

parametre a = lim np,.
n——+0oo

Remarque :

Le théoréme précédent indique donc que la somme S,, d'un grand nombre de variables de loi de Bernoulli
indépendantes de petit paramétre suit approximativement la loi de Poisson de parameétre E[S,,].

Exemple :

Dans un texte, le nombre de coquilles par page peut étre modélisé par une loi de Poisson. Si, dans une collection
de qualité et de pagination homogénes, le nombre moyen de coquilles par page a été estimé a 1/2, la probabilité
qu’'une page donnée ne contienne pas de coquille est de 61% environ.

"Les mathématiques peuvent étre définies comme une science dans laquelle on ne sait jamais
de quoi on parle ni si ce qu'on dit est vrai." Bertrand Russell



