CHAPITRE 12

Sommes et séries

"L’art dramatique est une géométrie qui se parle en musique. " Flaubert

Prerequis

— Chapitre 1 (somme)

— Chapitre 7 (calcul d’intégrale)

— Chapitre 10 (structure d’espace vectoriel)

— Chapitre 11 (notions de convergence, divergence, suites adjacentes)

Objectifs

— Définir les notions de série, sommes partielles, restes
— Etudier des séries de référence (géométriques, de Riemann, exponentielles)

Exercices d’application
— Exercices 1, 2, 5, 6, 11, 12, 13 du TD12

1 Généralités sur les séries a termes positifs

1.1 Définitions

Définition 1
Soit (un)n=0 une suite de nombres réels positifs.

n
On définit pour tout n € N, la somme partielle d’indice n associée a la suite (uy)n>0 : Sp = Z U
k=0
On appelle alors série de terme général u,,, et on note Z u,, la suite (Sy,),>0 de ces sommes partielles.

n=0
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Définition 2
e On dit que la série Z u, converge si la suite (S5,),>0 est convergente.
n=>0

“+oo
La limite (finie) de cette suite est alors appelée la somme de la série, qu’on note : Zun :
n=0

e Si la série ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

Remarque :

Il ne faut pas confondre les différents éléments de I’étude d’une série :

* (un)n>0 la suite de base

* : le « terme général »de la suite/série.
Sn : la somme partielle d’ordre n des uy, : c’est ug + up + - - + up,
(Sn)n>o0 : la suite des sommes partielles.

R S o

E Up OU E uy, @ c’est la série, c’est la méme chose que (S,)

n=0
+o00

* Z uy, : la somme de la série, i.e. la limite de (S),) si elle existe et est finie. Sinon, ¢a n’a pas de sens.
n=0

Exemples :

E1 — Série télescopique Montrons que la série E
n=1

m converge.

Ny

Notons Sy la somme partielle de la série : Sy = Z —— . Ona:
— k(k+1)

N N 1
kz k 1) ; ( - k—l—l) 1-— N1 (somme télescopique)

1 R |

— t AN ——— =1
(n T 1) converge, €t on a Z

On a donc hm Sy = 1, donc la série E R
n(n
n=1

n>1

. . . ..
E2 — Série harmonique Montrons que la série E — diverge.
n=>1

1 k+1
Soit N > 1. Pour tout kK > 1, on a z > / gdt. En sommant cette relation pour k € [1, N] :
k

N 1 N k41 1 N+1 4
SN:Zk>Z/ dt:/ —dt =In(N +1)
k=1 R 1 ¢

Or, lim In(N 4 1) = 400, donc par comparaison, lim Sy = 4o0.
N—+oc0 N——+oco

1
La série de terme général — est donc divergente.
n

E3 — Séries géométriques (cf 3.)
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1.2 Reste d’une série convergente

Définition 3
Si la série Z u, converge, on appelle pour tout n € N, R,, le reste d’indice n
n=>0
+oo n +oo
R N S
k=0 k=0 k=n+1
Remarques :

R1 — Déterminer la nature d’une série signifie qu’il faut déterminer si la série est convergente ou divergente.

R2 — Si la série est convergente, on a

+oo
VTLGN, Sn+Rn:Zun

n=0
R3 — Si la série est convergente, on a
Iim R,=0
n—-+00
+oo
puisque El-lr—loo Sn = Z Up,.
n=0
1.3 Propriétés
Proposition 4 Convergence et premier terme

Soit (uy)ns0 une suite positive et soit p un entier quelconque. Alors :

E u, converge <— E U, Converge

n=0 n=>p

Ainsi, la convergence ne dépend pas du premier terme a partir duquel on somme les termes de la suite.
(Mais la valeur de la somme infinie peut étre différente).

Proposition 5 Condition nécessaire de convergence

Si la série E up, converge, alors la suite (u,) converge nécessairement vers 0.
n=0

Remarques :

R1 — On utilise souvent cette propriété dans le sens inverse :

SI (uy,) ne converge pas vers 0, ALORS la série Z uy, diverge (grossiérement)
n=>0

R2 — La réciproque de cette propriété est FAUSSE, c’est une condition nécessaire pour converger mais

pas suffisante : si la suite (u,) converge vers 0, on ne peut pas affirmer que la série E Uy, converge.

n=>0
(Ex : pensez a la série harmonique!)
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Proposition 6 CNS de convergence
La suite (uy)n>o est positive. Ainsi, la suite (S,)n=0 des sommes partielles est croissante. Ainsi :

E U, converge <= (Sy)ns0 converge <= (S, )n=0 majorée
n=0

Remarque :

I Si la série Y uy, diverge, alors la suite (.5,,) diverge nécessairement vers +oc.

Exemple :
L"Zl isque Vn > 2, S zn:1<zn: L zn:(l 1) P
a série — converge puisque Vn > 2, S, = — < —_— = —— —)=1--<1
n? 8¢ PHsd n 2 k— 1k k—1 k& n
n>2 k=2 k=2 k=2
Proposition 7 Opérations sur les séries convergentes
Soient Z U, €t Z v, deur séries.
n=0 n=0

1. Pour tout réel X mon nul, les séries E u, et E Au, sont de méme nature. De plus, si les séries

n=0 n>0
+oo +oo
5 AU, = A E U,
n=0 n=0

2. Si les deux séries E Uy, et g v, sont convergentes, alors la série E (u, + v,) est convergente

convergent, on a :

n>0 n=>0 n>0
également et
—+o0o “+oo 400
E (Un + vp) = E Uy + E Un,
n=0 n=0 n=0
Remarque :
La réciproque de la deuxiéme propriété est fausse!
On peut avoir Z(un + vy,) qui converge, sans que Z Up N1 g vp, e convergent.
n=0 n=0 n=0
Un contre exemple évident : prenons pour tout n € N, u, =1 et v, = —1.
+00 1
Autre contre exemple : on a montré que la série Z YD était convergente. Mais attention on ne peut pas
. n=1 7’L(7’L T )
écrire :
+0o0o +0o0
Smm-s G- F Yi-2m
n(n+1) — n  ntl
pas de sens!!
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1.4 Critéres de convergence pour les séries & termes positifs

Théoréme 8 Théoréme de comparaison
Soient (uy) et (v,) deux suites positives telles que :

VvneN, 0<u,<uv,

Alors :
o 5 Zvn converge, alors Zun converge et on a :
n=0 n=0
+o0 +o0
0< Zun < Zvn
n=0 n=0

o Si Zun diverge, alors ZU” diverge.

n=0 n>0

Remarque :

En pratique, pour montrer qu’une série converge, on cherchera donc & majorer son terme général par celui d’une
série convergente et pour montrer qu'une série diverge, on cherchera donc a minorer son terme général par celui
d’une série divergente.

Théoréme 9 Théoréeme de négligeabilité
Soient (uy,) et (v,) deuz suites positives telles que :

U= 0 (vy)
n—-+4oo
Alors :
o Si g v, converge, alors g Uy, CONVETGE.
n=0 n>0
o Si E u, diverge, alors E vy, diverge.
n=0 n=0
Théoréme 10 Théoréme d’équivalence

Soient (uy,) et (v,) deux suites positives telles que :

Un ~ Un
n—+400

Alors les séries g U, et g v, sont de méme nature.

n=0 n=0
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2 Extension au cadre général : convergence absolue

Dans ce paragraphe, on n’impose plus a ce que la suite (u,) soit positive.

Définition 11
Soit (un)n=0 une suite de réels (pas forcément positifs). On dit que la série Z uy,, est absolument conver-
n=>0

gente si la série E |un| est convergente.
n=>0

Théoréme 12
Soit E u, une série 4 termes quelconques.
n=0

St la série E u, est absolument convergente, alors elle est aussi convergente.
n=0

Remarques :

R1 — Si les termes d’une série g uy, ne sont pas de signe constant, alors on regarde E |un| qui elle, est
une série a termes positifs : on peut appliquer les critéres de comparaison.

e Si cette série E |uy,| converge, alors on peut dire que g U, converge.

e ATTENTION : Si cette série Z |uy,| diverge, alors on ne peut a priori rien dire sur Z U

R2 — Conformément au programme, on se concentrera uniquement sur les séries & termes positifs, pour
lesquelles le cadre est plus facile.
On peut cependant étendre toutes les définitions et remarques aux séries a termes quelconques.

Rr3 — Il existe des séries (en particulier alternées) telles que la série soit a termes de signes non constants,
et la série est convergente sans étre absolument convergente.

(=D"

Par exemple la série g est convergente.

n
n>1
— (=1)*
En effet, en notant S, = Z P on montre facilement que (S2,) et (S2,+1) sont adjacentes,
k=1

donc la suite (S,,) converge.
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3 Séries usuelles et sommes & connaitre

3.1 Séries géométriques et dérivées

e Plus généralement, si |q| < 1 et p est un entier naturel, alors :

+o0
R, = Z q" =
n=p

Théoréme 13 Séries géométriques
Soit q € R.
e La série Z q" s’appelle la série géométrique de raison q.
n=0
+oo
L . . n 1
Cette série converge si et seulement si |q| <1 et : Vq €] — 1,1], Zq =T
—q

n=0

Cette série converge si et seulement si |q| <1 et :

1
Vg €] —1,1], an

T (1—q)2

e La série Zn(n —1)¢"2 s’appelle la série géométrique dérivée seconde de raison q.
n=2
Cette série converge si et seulement si |q| <1 et :

Théoréme 14 Séries géométriques dérivées
Soit q € R.
2o n—1 . - . Qn .o .o = og .
e La série E ng s’appelle la série géométrique dérivée premiére de raison q.
n>1

+o00 2
Vg el —1,1], nn—1¢"?%= ———
q €] [ 1) n(n—1)q (e
n=2
Remarques :
+oo
R1 — A Daide des séries précédentes, pour tous réels a, b et ¢, Z:(cm2 +bn+c)q" converge si et seulement
n=0
silg| < 1.
En effet, la famille (z(z — 1), x,1) forme une base de Rg[x].
+oo
Ainsi, on peut écrire an? +bn +c = an(n — 1) + Bn + v et donc la série Z(an2 +bn+c)q" est une
n=0

combinaison linéaire des séries Z q", Z ng" ! et Z n(n —1)g" 2
n>=0 n>1 n=2
R2 — Remarquons que ces séries ne sont pas forcément a termes positifs puisqu’on a supposé ¢ € R
quelconque.
Mais la convergence est assurée si et seulement si —1 < ¢ < 1.
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3.2 Séries exponentielles

Théoréme 15 Séries exponentielles

Soit x € R quelconque. Alors la série Z — converge et on a :
n=>0 ’

+oo .

Vo € R, Z % =e"| (Valeur admise)
n=0 :

Remarque :
Cette série est a termes quelconques (pas forcément positifs), mais on a convergence absolue de la série, ceci

pour tout réel x.

3.3 Séries de Riemann

Théoréme 16 Séries de Riemann

1 . .
Soit o € R quelconque. Alors la série E — est appelée la série de Riemann d’ordre «. Alors
na
n=>1

1
Z — converge < «o > 1
na

n=1

1 . . .
En particulier, 5 — appelée la série harmonique, diverge.
n=>1 n
E tiouls 1 ( 2 )
n particulier, g — converge (vers — |
v n g 6

2
n>1

Remarques :

R1 — On ne sait pas calculer la somme des séries de Riemann.

R2 — Les séries de Riemann sont trés pratiques pour utiliser les critéres de comparaison, on les utilise

souvent dans un critére d’équivalence ou de négligeabilité (s'il existe a > 1 tel que liril n“uy, =0
n——+0oo

alors la série de terme général u,, est convergente.)
R3 — La preuve se fait par comparaison somme/intégrale, comme pour la série harmonique car ce sont les
sommes que 'on utilise dans la méthode des rectangles (cf cours de terminale).




