CHAPITRE 11

Compléments sur les suites

"La vieillesse est une suite de partis pris. " Balzac

Prerequis

— Chapitre 1 (raisonnement par récurrence, suites usuelles)

— Chapitre 5 (notion de limite, théorémes de convergence, relation de comparaison)

— Chapitres 9 et 10 (notion d’isomorphisme et d’espaces vectoriels)
Objectifs

— Elargir ses connaissances sur les suites (limites, variations)

— Etudier les suites récurrentes linéaires doubles

— Etudier des suites explicites

— Etudier des suites récurrentes

— Etudier des suites adjacentes
Exercices d’application

— Exercices 1, 3, 4, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 18, 21, 23 du TD11

1 Suites récurrentes linéaires doubles

Définition 1
Une suite (u,,)n>0 de réels est dite récurrente linéaire double s’il existe deux réels a et b tels que :

Vn € N, Upio = a1 + buy,

Exemple :

Posons ug = 0,u1 =1 et Vn € Ny upq9 = upt1 + 2u,
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Proposition 2
Soient a et b deuz réels non nuls. Soit E = {(u,)n>o telle que :Vk € N, upio = augi1 + buyg}, et soit :

E — R?

. U,
O (U(l))

Alors ¢ est un isomorphisme de E vers R%. E est donc un espace vectoriel de dimension 2.

Proposition 3

Soient a et b non nuls, et soit E = {(u,)n>o telle que :Vk € N, ugio = augi1 + buy}

o Si l’équation |x* = ax + b| admet deuz solutions réelles distinctes ry et ro , alors les deus suites géo-

métriques (r1)™ et (r2)" forment une base de E.

V(un)nso € E, INpeR, VR €N, |u, = A rT +pry

o Si [’équation admet une unique solution réelle r, alors les deux suites (r™) et (nr™)
forment une base de E.

V(tup)nso € E, I\, u € R, Vn e N, un:)\r"—i—unr”‘

+i

e Si léquation |x* = ax + b| admet deuz solutions complexes conjuguées non réelles re=®, alors les

deuz suites (r™ cos(nf)) et (r"sin(nf)) forment une base de E.

V(tup)nso € E, I\, u € R, Yn € N, |u, = X 7" cos(nf) + pu r" sin(nd)

2 Limite d’une suite

2.1 Comportement asymptotique d’une suite

Définition 4
Une suite (u,) converge si elle admet une limite réelle finie ¢, autrement dit si u, peut étre aussi proche

que l'on veut de ¢, du moment que n est suffisamment grand, c’est-a-dire supérieur & un certain rang.
Autrement dit :

(u,) converge vers £ <= Ve >0, AN €N /Vn > N, |u, — (| < ¢

On note alors :

lim w, =/ ou Uy, —> ¥
n—-+o0o n—-+oo

Remarques :

R1 — Avec la définition ci-dessus, 'intervalle [¢ — ¢, ¢ + ¢] contient donc tous les termes de la suite (u,),
sauf un nombre fini d’entre eux (jusqu’'au rang N — 1).

RrR2 — Etudier la nature d’une suite (u,), c’est déterminer si cette suite est convergente ou non.
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Proposition 5 Unicité de la limite

Si une suite (u,) converge (admet une limite finie £ € R), alors cette limite est unique.

Définition 6
Une suite est dite divergente si elle n’est pas convergente. En particulier, on peut avoir une :

Divergence vers +oo : lim w, =400 <= VA >0, AN e N /Vn

n—-+o0o

>N
Divergence vers —oo lim w, = —0c0 <= VB <0, INeN /Vn > N, u,

n—-+o00

; Up 2
<

A
B

Remarques :

R1— Si lim w, =+oc0ou lim w, = —o0, alors la suite (u,) diverge, mais admet une limite.
n—-+oo n—-+oo
R2 — Une suite divergente peut ne pas avoir de limite du tout.
n

Par exemple : (uy,) telle que : Vn € Ny u, = (—1)".

Proposition 7
Si (uy,) est une suite convergente, alors (u,) est nécessairement bornée.

Remarques :

R1 — Une suite non bornée ne peut pas converger (c’est la contraposée)

R2 — Une suite bornée n’est pas forcément convergente (par exemple (—1)")

2.2 Opérations sur les limites

Ce sont les mémes régles que pour les fonctions, concernant les sommes, les produits, les inverses de suites
(voir Chapitre 05 sur les Limites de Fonctions)
On a les mémes formes indéterminées également :

o-w) [0x] = = [ [

Exemples :

E1 — Cas des suites arithmétiques : Déterminer, pour tout ug € R et pour tout réel r; lig—l ug + nr
n—-+0oo

m q"

E2 — Cas des suites géométriques : Déterminer, pour tout g € R; h+
n—-+0oo

Théoréme 8 Composition des limites
Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit (u,) une suite de réels a valeurs dans I a partir d’un
certain rang. Soient a,xy € R =R U {—o00, +00}.

Si nl—lgloo Up, = Xg €t zligglo f(z) = a, alors ngrfmf(un) =a

Remarque :

On peut donc utiliser les croissances comparées, ou les développements limités avec des suites.
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Exemple :
e In(x))*
On sait que pour tous réels « >0 et 5> 0,0ona| lim — = +oo|et| lim M =0\
r— 400 xﬁ Tr—+00 Jjﬁ
On en déduit que pour toute suite (u,) qui diverge vers 400, on a :
eOLUn ln «
Ya >0,¥8>0,| lim - too T G )
n—-+o0o (un)ﬁ n—-+oo (un)ﬁ
Théoréme 9 Utilisation de la continuité
Si lim w, ={ et si f est continue en £, alors : lim f(u,) = f(£).
n—-+0oo n—-+00
Exemples :
In(1
E1- En 0, on aln(l+z) =z + o(z), donc In(1 +2) — 1.
X z—0
In(1+w
Alors pour toute suite (u,) qui converge vers 0, on a :| lim (14 un) =1\
n—-+oo Un,
et —
E2—- EnO,ona:e®=1+z+ o(x), donc — 1.
x z—0
: . .oetn—1
Alors pour toute suite (u,) qui converge vers 0, on a :| lim =1
n—-+oo Un,
E3 — Une limite a savoir refaire : Pour tout a € R, on a :
n
lim (1 + ﬁ) =
n—+o0o n
Proposition 10 Passage a la valeur absolue
lim u,=¢ = lim |u,|= ||
n—+00 n—+o00
et
lim w,=0 <= lim |u,| =0
n—-+0o0o n—-+00
Remarque :

Pour montrer que (u,) converge vers un réel £, on peut donc aussi montrer que (u, — ¢) converge vers 0.
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2.3 Suites extraites d’indices pairs et impairs

Définition 11
Soit (uy)n>0 une suite de réels. On définit alors deux suites extraites de (uy,) :
e La suite (ug,) est la suite extraite d’indices pairs : (ug,) = (uo, U2, U, ug, - . .)
e La suite (ug,41) est la suite extraite d’indices impairs : (ug,11) = (ug, us, us, 7, . . .).

Exemple :
Pour tout entier naturel n, u, = cos(n%) ALOTS UDy, = e et
[0y

Proposition 12
Soit (uy,) une suite réelle qui converge vers (. Alors toute suite extraite de (u,) converge aussi vers (.

Remarque :

Par contraposée, si (u,) admet une suite extraite divergente, ou si (u,) admet deux suites extraites qui tendent
vers deux limites différentes, alors (u,) diverge.

Théoréme 13 CNS de convergence

Une suite (u,) converge vers une limite finie { si et seulement si la suite d’indices pairs (ua,) et la suite
d’indices impairs (ugny1) convergent toutes les deux vers cette méme limite.

2.4 Inégalités, comparaison et encadrement
Remarques :
R1— Si lim wu, ={etsif>m,alors on a u, > m a partir d’'un certain rang.

n—-4o0o

R2 — Si lirf up =L et sif < M, alors on a u, < M a partir d’'un certain rang.
n—-+0oo

R3 — Si (uy) converge vers £ et si m < £ < M, alors a partir d'un certain rang : m < u, < M

R4 — Soient deux suites (up) et (vy) telles que lim w, = ¢ et lim v, = ¢ avec £ < ¢, alors
n—+o00 n—+o00

& partir d’un certain rang : , on a forcément u,, < vy,.

Proposition 14

Si (un) est une suite positive (ou strictement positive) a partir d’un certain rang, et si (u,) converge vers
un réel £, alors £ > 0.

Remarque :

n
Une inégalité stricte devient toujours large aprés un passage a la limite.

Attention : Si u, > 0 pour tout n € N, on n’a pas forcément liI}_l Uy > 0.
—+oo

Par exemple : pour tout n € N, % > 0 pourtant lim % =0.
n—-+o0o
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Proposition 15 Passage a la limite dans une inégalité
Si (uy,) et (vy,) sont deuz suites convergentes et si a partir d’un certain rang, on a toujours u, < vy, alors :

lim w, < lim v,
n—4o00 n—+o0o

Remarque :

Attention : un passage a la limite dans une inégalité n’est valable que si on sait & 'avance que les deux membres
admettent des limites finies

Théoréme 16 Théoréme de comparaison
Yn = ng, U, = U, Yn = ng, u, < v,
Si { et , alors lim w, = +oo. Si { et , alors lim wu, = —o0.
lim v, = +o00 Eaans lim v, = —00 (B=red
n——4o00o n—-+o0o
Théoréme 17 Théoréme d’encadrement

Soient (uy,), (v,) et (wy,) trois suites telles que
Vn?”o, ungvngwn

Si les suites (uy,) et (wy,) convergent vers une méme limite finie ¢, alors la suite (v,) est convergente et
converge vers cette méme limite {.

Exemple :
: _ Arctan(n) . . .. .

Encadrer pour tout entier naturel n non nul u, = === et déterminer la limite de la suite (u,).
Conséquences 18 Théoreme d’encadrement avec la valeur absolue
St a partir d’un certain rang, on a :

|un, — £ < v, et st lim v, =0,
n—+oo

alors la suite (u,) est convergente et on a lim wu, = {.
n——+0oo

Conséquences 19 Produit suite bornée / suite convergente vers 0
Si (uy,) est une suite bornée et si (v,) converge vers 0, alors la suite (u,v,) converge vers 0.

Exemple :

lim <™ _ g
n—+oo
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2.5 Suites négligeables, suites équivalentes

Définition 20
Deux suites (u,) et (v,) (qui ne sont pas nulles & partir d'un certain rang) sont dites équivalentes et on

.. Unp,
noteu, ~ wv,si lim — =1.
n—-+oo n—-4o0o Un,

Exemples :

E1 — On connait déja des équivalents usuels, grace aux limites usuelles :
Si (uy) est une suite qui converge vers 0, alors :

In(1+uy) ~  Up; e —1 ~ Uy I+u)*=1 ~ au,
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

E2 — Une suite polynomiale est toujours équivalente a son terme de plus haut degré.

Proposition 21
Deux suites équivalentes ont la méme limite, quand elles ont une limite (finie ou infinie).

Définition 22
Une suite (u,) est dite négligeable devant une suite (v,) qui ne s’annule pas & partir d’un certain rang,

et on note u, = o(v,)siona: lim % =0.
n——+0oo n—s4oo Un
Remarques :
R1— U, ~ Up<uU,—v, = ov
m n——+oo n n " n—-4o00 ( n)
R2— U, = o(vp) <= u,+v, ~ vy
n——+0o00 n——+o0o
Proposition 23 Croissances comparées des suites usuelles
En notant u, << v, pouru, = o(v,), on a : pour tous a > 0,5 > 0,7 > 0,
n—-+o0 n—-+00

n! >> e >> nf >> (In(n))?

n—-+o00 n—-+o0o n—+00




8/9 11. COMPLEMENTS SUR LES SUITES

3 Le cas des suites monotones

3.1 Rappels

Définition 24

e Une suite est croissante si pour tout entier n, u,,1 = u,
e Une suite est décroissante si pour tout entier n, u,1 < u,

Exemples :

E1 — Cas des suites arithmétiques : Déterminer, pour tout ug € R et pour tout réel r; les variations
de (ug + nr)

E2 — Cas des suites géométriques : Déterminer, pour tout ¢ € R; les variations de (¢")

3.2 Théoréme de la limite monotone

Théoréme 25 Théoréme de la Limite Monotone
e Toute suite croissante et majorée est convergente.
e Toute suite décroissante et minorée est convergente.
o Toute suite croissante et mon majorée tend vers +o0.
o Toute suite décroissante et non minorée tend vers —oo.

Remarques :
R1 — Toute suite croissante est ..........ccoeveviiiiiinniinn... par son premier terme.
R2 — Toute suite décroissante est .............ccooeeeivvieeninnnn.. par son premier terme.
R3 — Si une suite (up) est croissante et majorée, alors la limite de la suite (uy) est le plus petit des
majorants de la suite (uy,); c’est sa borne supérieure : Vn € N, w, < lim u, = sup up,.
n—+0o0 n—+00

R4 — Si une suite (u,) est décroissante et minorée, alors la limite de la suite (u,) est le plus grand des

minorants de la suite (uy,); c’est sa borne inférieure : Vn € N, u, > lim wu, = inf w,.
n—-+o0o n—-+o0o

3.3 Suites adjacentes

Définition 26

Deux suites (u,) et (v,) sont dites adjacentes si, & partir d’un certain rang, l'une est croissante, 'autre

est décroissante, et lim (u, —v,) =0
n—+o00

Théoréme 27

Si deux suites (uy) et (v,) sont adjacentes, alors (u,) et (v,) sont des suites convergentes, et elles ont la
meéme limite.

Exemple :
n n

1 1
et v, = Z o + ol Montrer que (uy,) et (v,) sont adjacentes.

Pourn>1, u, = il
k=1"" k=1
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4 Le cas des suites explicitement définies par une fonction

Définition 28

S’il existe une fonction f définie sur un intervalle qui contient [0; +oo| telle que pour tout entier n on a
u, = f(n) alors on dit que la suite (u,) est explicitement définie par la fonction f.

Remarque :

| L’étude de f sur [0;+oo| permet de connaitre le comportement de la suite (uy,)nen (limite en +o0o et variations)

Exemple :

Pour tout entier » non nul, on pose u, = %

5 Le cas des suites récurrentes définies par une fonction

Définition 29

S’il existe une fonction f continue telle que pour tout entier n on a wu,.; = f(u,) alors on dit que la suite
(uy,) est récurrente, définie par la fonction f.

Remarques :

R1 — Attention : L’étude de f (variations, limites) ne permet pas de connaitre le comportement de la
suite (up)neN-
R2 — On dit qu'un intervalle I est stable par f si f(I) C I.

R3 — Si (uy,) admet une limite finie [ alors [ est un point fixe de f: f(I) =1

Exemples :

E1 — C’est le cas des suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques étudiées dans le cha-
pitre 1.

E2 — On pose up = 1 et pour tout entier n, up41 = /u2 + 1.

E3 — On pose ug = 1 et pour tout entier n, up41 = ui




