BL BCE 2020 : CORRIGE

EXERCICE I :

a réel strictement positif et pour tout entier n:

= (—1)k
ka+1
=0

Sn (@) =

Partie I - Préliminaires

1) a- Pour tout entier k:
e k=0":

1 1
ftkadt=f 1dt=1-0=1
0 0

e k>0doncka+1>1

1 1 t=1 1
0 ka+1 t=0 ka+1

e Conclusion :

1
vk € N, tke dt = )
J;, ka+1

b- Pour tout entier n:

o (-1

n
1
Sp(a) = P Z(—l)k.fo thke dt  (d'apres a)
k=0 k=0

Su(@) = | 1 (Z(—nk tka) - [ 120(_ta)k

or Y}, (—t*)* est une somme géométrique de raison —t* <0 donc —t* # 1 et:

1—(—t%  1+t* 1+ 1+te

i(—ta)k _ 1-— (_ta)‘rH-l 1— (_ta)n+1 1 _(_1)n+1(ta)n+1
k=0

or — (1)1 = (=1)"?2 = (—1)" d’ou, toujours par linéarité de l'intégrale :

1

s ( )_f 1 dt+f1(_1)ntan+adt
W= 1y o 1+t®

c- La fonction t - Tlta est définie et continue sur l'intervalle fermé [0; 1] donc l'intégrale

11 . .
Jo Trzdt existe. De plus :

0<t<1 donc 1<1+4t*<1+4+1%=2

1 1t 1 ran+a 1 1 1 1
—f tanta gr < J < f tata dt qvec f ttldt=——— et lim ——— =
2 Jy o 1+t* J 0 an+a+1 n-oteoan+a+1

Ainsi d’apres le théoréme des gendarmes :
1 (_1)n tan+a
B A I _1\n —
nl—l>r-}l-’loo 0 1+4ta n1—1>r-+l:loo( 1) j;) 1+ ¢t2 0

Par somme de limites, on en conclut :

1 tan+a

1

lim S,(n) =S(a) = f dt
n-+oo 0

1+1t2



2) Comme0<t*<1 1-t*€[0;1]

k=0 k=0
__a n+1
~ ayk 1- 1— n+1 ayn+1
z(l—t) _1>< ( 2 ) _1)(2>< 1 2 -1-t%
L 2k 2 1=t 2 2—1+1t® 2n+1
- 2
Q-9 1 (1 —¢ntt ) .
Z ST 1- St et en développant :
1 B i (1 _ ta)k . (1 _ ta)n+1
14 ta & 2k+1 2n+1(1 +ta)

PartieII -Cas a=1:
3) D'aprés 1) c:
1
1
s = f ——dt=[In|]1+¢|]]f=In2—In1 donc:S(1) =In2

4) Pour n entier :
1 (_1)Tlt1’l+1
1S(1) = S, (D] = ‘—j ————dt| d'aprés1) b

1S(1) = Sp(D)] = ‘(—1)““ f

1 sn+1 ‘
o L+t

fl tTl+1
= dt
o 1+¢

tn+1 1 sn+1 1 sn+1
>0sur[0;1 doncf dt >0 et |S(1)-S5,(1 =f dt
1+t [0;1] o 1+t ISC) = Sn (D] o 1+t
1 sn+1 1 1
D'aprés 1)c : Osf dtsf t"*ldt avec ftn“dt:
o 1+t 0 0 n+2
S(1)-5,,1)| <——
IS() = 8, (D] < ——
5) a- Pournentieret 0<t<1, ona: 1<1+t<2 et:
1 (1 _ t)n+1 1( )n+1
~—~  _dr<| =2 dt <1
o 271+ 0) —fo ity O TS
1(1—t)n+1 1 1 1 -1 1 1
dt < 1-o™*dt f 1—t"+1dt=—1—t"+2] =+
o 271 +0) 2"+1f0( ) avec 0( ) A G

1 (1 . t)n+1

Ainsi: | ————dt < ————
o 2" +0b) (n + 2)2n+1

b- D’apres 2) :
_ C -tk (-t
S(1) = f 1thdt—f <k=0 ST +2”+1(1+t)>dt

n 1 1 1 (1-t )n+1 1 1
S(1) = Z —f (1-t)kdt+ | ———=———dt avec pour tout entier k : f (1-tkdt = ——
i 2k+1 o 0 2n+1(1 + t) o

k+1

5(1)—2 ! + ta-om dt
- L (k+1) k41 T | 2n+1(1 4 t)




cators: |sc z L |_|prazomt ) pramem
et alors : k_o(k+ 02| = LD = LD (intégrale positive)
td'apresS)a: [s(1) - ) ! <1
et daprésSa: (k+ 1) 241 = (4 2927+
k=0
c i Lo lut que S(1) = lim
omme m ————————= VY,onenconciut que = lim P
n—+oo (n+2)2"+1 q n—co L (k.|_1) 2k+1
autrement dit : S(1) = In2

1
Z k+1) 2kt1
— (k+1)2
PartieIII - Cas a=2:
6) Pour tout entier naturel n, J, = f01(1 -t dt.
@ Jpr1—Jn =1 =t — (A=) dt = [[(1— D)1~ t? — 1dt
1 1 1 n
Jn+1 —Jn = f —t2(1 — t?)"dt = f S (—26)(1—¢?) dt
0 0
On effectue une intégration par parties en posant :
u(t) = —(1 tz)"+1 et uw(t)=(-2t)(1—-1t?)"
1
v(t) = —t et v'(t) =<

1— 2n+11 11 £2)n+1
1n+1—1n—[t( )]f( O

2(n+1) 2(n+1)
—] =0-0- 11—t dt = ———0
Jnr1 = 2n + 2 JO ( ) 2
]n+1_]n=_2n+2]n+1
b_
o 1 2n+3
ammst. (1+m)]n+1=]n m]rHl:]n

_2n+2
n+1_2n+3n
c- On calcule : ]0=f011dt=[t](1, doncJ,=1 Etd'aprés6)b :
2n+2 2n+2 2n 2n—2
I = 3 T s 1 S
2n+2 2n+2 2n 2n 2n-—-2
Jns1 = X X X — X X
2n+3 2n+2 2n+1 2n 2n-1
2%+ 12X 2" n® X 2°(n — 1)? X .. x 22 x 17

X Jo

Jn+1 = (2n + 3)! 0
22D [((n+ Dn(n — 1) x ... x 1]? 2242 [(n + 1)!1]?
Jni1 = (2n + 3)! Jo=——nyan <!
Ainsi: J, = M
(2n + 1)!

1

7) La foncOtion t - arctant est dérivable sur R de fonction dérivee : t - —;

1

d'ou: S(2) =f

T
—— dt = tan1 — tan0 =——0 et S(2)=-—
T e arctan arctan 2 e (2)

4



8) D’apres 2) et 5) et la linéarité de l'intégrale sur une somme finie, on peut écrire :
n (1 _ tZ)k (1 _ tz)n+1

1
14+¢2 ; 261 1 on (1 1 ¢2)

1 1 n 1 1 1 (1—t2)n+1
5(2) = —dtzz—f 1+t2kdt+f—
@) fo 1+ t? — 2k+1 0( ) o 2™ (1 +t2)

n 2\N+1
Jk t1-t)
@)=Y g = f dt
L2ty 2n(1 4 ¢2)
A y 22 (kD% 2K (k)2
T k1 T 2 1 2k + D1 2k + 1)

n+1

1 o,
f—(l ) __a
0 27 I(1+£9)

dt

donc :

1 1

avec — <

n zk—l(k!)Z
271+t

S@) - £ 2k + D!

2 1 2
N B L Lo el () M (Sl
o ‘ELT‘omt‘OTt

1 (1 o tZ)n+1 ]n+1 1
et fo dt = on+1 = 2n+1

2TL+1

20+ 2
<1 doncJ,y1 <1

120+ 2 ,
car ]"+1=,02i+3 avec YV0<i<n+1, T
l=

On en conclut :
n
2k—1(k!)2
5@) - 2k + 1)!
k=0

1 (1 — ¢2)n+1 101 — ¢2)n+1
Y Lo i
0

o 2M1(1+¢%) T 2+t

e s Ak 1
¢ (2k + | ~ 2ntt
k=0
C li ! =0, S(2)=1Ii N —zk_l(k!)z
omme nirfooznﬂ_ ) ( )—nl_r){}ok (2k + 1)!
=0

T Hk-1,7.1\2
t tdit: S(2) ) m
autremen it = .
|
&~ RRk+1)! 4



